CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E1200

(1) Si se lanza verticalmente un objeto hacia arriba desde el nivel del suelo con una velocidad inicial de 320
pies/s, entonces su distancia h arriba del suelo después de t segundos esta dada por

h = —16t% + 320t

(a) Encuentre las velocidades promedio durante los intervalos [3,4], [3.5, 4], [4, 5], [4, 4.5]
(b) Calcule v(4), usando que su velocidad en el instante t = a segundos es

(2) Sean
flz)=vax—1& g(x) = |3z + 2]

Determine:
(a) Los dominios de f y g respectivamente
(b) fog & go f, indicando el dominio en cada caso

(3) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva 223y + 3zy® = 5, en el punto (1, 1).

> (z —2)?

(4) Para la funcién f(x) = T
Obtener: dominio, raices, intervalos de continuidad, asintotas horizontales y verticales , intervalos de
crecimiento y de decrecimiento, puntos criticos y su clasificacién, intervalos de concavidad hacia arriba y
de concavidad hacia abajo, puntos de inflexiéon. Con estos elementos haga un bosquejo de la grafica de la

funcion.

(5) Suponga que un incendio forestal se propaga en la forma de un circulo cuyo radio cambia a razén de 1.8
m/min. {A qué razdén estd creciendo el drea de la regién incendiada cuando el radio alcanza 60 m?

(6) Se va a construir una pista de carreras con la forma de dos segmentos rectos y paralelos conectados por
semicirculos en los extremos. Si el perimetro de la pista sera de 400 m, ;cudles deberdn ser sus dimensiones
para que el area delimitada sea maxima?

(7) En la figura siguiente se muestra la gréfica de la temperatura 7' como funcién del tiempo ¢, en un periodo

de dos dias de primavera en la ciudad de Monterrey, empezando desde las 0 horas del primer dia.
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Considerando lo que sucede solo el primer dia contesta lo siguiente:
(a) /En qué intervalos de tiempo la razén de cambio de T' con respecto a t es positiva?
(b) (En qué intervalos de tiempo la temperatura estd bajando?
(c¢) (En qué intervalos la grafica es céncava hacia arriba o hacia abajo?
. Qué puede decir acerca de la razén de cambio de T con respecto a t en dichos intervalos?
(d) (En qué valores de t se localizan los puntos de inflexién y cémo los interpreta en términos de la
temperatura?
(e) Finalmente, explica con palabras el comportamiento de la temperatura durante los dos dias
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Respuestas

(1) Si se lanza verticalmente un objeto hacia arriba desde el nivel del suelo con una velocidad inicial de 320
pies/s, entonces su distancia h arriba del suelo después de ¢ segundos esta dada por

h = —16t* + 320¢.
(a) Encuentre las velocidades promedio durante los intervalos [3,4], [3.5, 4], [4, 5], [4, 4.5]
v La funcién posicién es h(t) = —16t? + 320¢, con t > 0.
La velocidad promedio en el intervalo [3,4] es
7= h(4) — h(3) _ 1024 — 816
4-3 1
La velocidad promedio en el intervalo [3.5,4] es
Vs = h (431 — gfﬁ) = 10240; 920 900 = V3 = 200 pies/s.
La velocidad promedio en el intervalo [4, 5] es
h(5) — h(4) 1200 — 1024
5—4 1
La velocidad promedio en el intervalo [4,4.5] es
— h(45)—h(4) 1116 — 1024

= 208 = V; = 208 pies/s.

Vy = = 176 = V3 = 176 pies/s.

= = = 184 =V, = 184 pies/s.
Vi=—153 05 — ples/s
0
(b) Calcule v(4), usando que su velocidad en el instante t = a segundos es
h(t) —h
v(a) = mi( ) (a) :
t—a t—a
Vv Siendo asi,
h(t) — h(4 —16t* + 320t) — 1024
U(4)=1fmuzlim( + 320t) _
t—4 t—4 t—4 t—14
—16(£2 — —16(t — 4)(t — 1
— lim 6(t* — 20t + 64)  lim 6(t —4)(t — 16) _
t—d t—4 t—4 (t—4)
= 1im[~16(t — 16)] = —16(4 — 16) = —16(—12) = 192
Luego entonces, v(4) = 192 pies/s.
0
(2) Sean
f@)=va—-1&g(x) =[3z+2],
determine:

(a) El dominio de f & g respectivamente

v El dominio de f(z) =+/x — 1 es
Di={zeR|Ve—-1eR}={zeR|z-1>0}={zeR|z>1}=
:>Df:[1,—|—00)

El dominio de g(z) = |3z + 2| es
Dy={zeR|[|3z+2|e R} =R =D, =R.
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(b) fog & go f, indicando el dominio en cada caso
v Calculamos:

(fog)(z) = flg()] = Vgla) —1=/|3x +2[ - L;
Dfog:{$ER‘$€Dg&g($)€Df}:
={zeR|g(x)e R & flglx)] e R } =
~{ceR|flgl) e R} =

:{:BER‘\/WER}:{:EER‘ 3r4+2|—1>0)} =
={zeR||3z+2[>1}=
={zeR[3z+2<-lobien3z+2>1} =
:{:EER‘?)a:g—?)obien?wz—l}:

1
:{5E€R‘$§—1Obien$z—§}:
= (o0 —1]| | ! +o0 | =
_ ’ - _

()
3

(9o f)lx) =g[f()] = g(Va—1) = [3ve —1+2];
Dgon{:EE]R‘:EEDf&f(:E)eDg}:
:{ate]R‘f(:E)E]R&g[f(:E)]E]R}:
={reR|Va-1eR& |3V —1+2|eR}=
:{$ER‘$—120}:
—{zeR|z>1}=[1,+0).

(3) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva 223y + 3zy® = 5, en el punto (1, 1).

Y Suponemos que en la ecuacién 223y + 3zy® = 5 se tiene implicitamente definida a y = ¢(z) que es una
funcién derivable.
Derivando implicitamente respecto a x se obtiene

d d d
9 3 el 3\ .
d:z(I y)+3dx(:cy ) dx5:>

= 2 {ﬁj—i + y(3x2)} +3 {a; (3y23—i) + (1)y3] 0=

d d
= 2:53% + 62%y + 9zy2% +3=0=

d
= (22° + 9:Ey2)d—y = —3y® — 62°y =
T
dy 3y’ +62%y

dr 223+ 9zy?
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Valuamos en el punto (1, 1) y se tiene que la pendiente de la recta tangente es
3(1)4+6(1)*(1) 346 9
213 4+9(1)(1)2 249  11°

Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto (1,1) es

—1——3(:5—1);» L RS T P
Y= T Y=t TR
O
—92)2
(4) Para la funcién f(x) = %,

obtener: dominio, raices, intervalos de continuidad, asintotas horizontales y verticales, intervalos de crec-
imiento y de decrecimiento, puntos criticos y su clasificacion, intervalos de concavidad hacia arriba y de
concavidad hacia abajo, puntos de inflexién. Con estos elementos haga un bosquejo de la gréfica de la
funcion.
(a) El dominio de f:

v

Df:{IER‘f(JT)ER}:{JTER‘%ER}:
:{$ER‘(1’—I—1)27€0}:

:{ggeR‘:p+17é0}:{:£€R‘z%—l}ZR—{—l}-

(b) Las raices de f:
v

f(:c):0(:>M:0(:>(a:—2)2:0(:>a:—2:0(:>:£:2.

O
(c) Intervalos de continuidad:
v Por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio Dy = R — {—1}; es decir, f es
continua en los intervalos (—oo, —1) y (—1, +00).

O
(d) Asintotas horizontales:
v
, . (r—2)? . r?—dr+4
1 =1 A Sl S L
m—1>£—noo f(I) m—1>£-noo (at + 1)2 m—1>£—noo 2422+ 1
4 4
g;z(l__+_) I}
r a2 2
= lim = lim —2% 2%~ =
T—+00 2 1 T—+00 2 1
2 (1 + -+ = 1+-—+ )
r a2 xr x
1
= — = 1
1
Luego entonces, la recta y = 1 es una asintota horizontal. Ademas es la tinica ya que también
lim f(z)=1.
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Asintotas verticales:
v

) R ) R £ A S
dm, o) = Jim, e = i o)

-2
Ya que h’ml(x —2)=—-1-2=-3& lim (x+1) =0, entonces lim ’ = +00 0 bien — oo; por

r——1 z——1x +

—92\?
lo cual l1’m1 (le n 1) = +00, no importando si # — —1~ o bien x — —17.
r—— €T

Luego entonces, la recta x = —1 es la tnica asintota vertical de f.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

v
, d (z—2\" r—2\"""d (z-2
dr \z+1 r+1 dr \z+1

:2(17—2) (x+ 11— (z —2)1 :2(x—2)x+1—x—|—2:

x+1 (x4 1)2 x+1 (x +1)2

(=2 3 6(r—2)
_2(z+1) (x+1)2  (x4+1)3°
< 0.
) 0

f es creciente si f'(x) > 0y es decreciente si f'(x)

T
6(x —2) ) 6(x —2
@+ 1) > (0 y donde 1) <

no esta definido cuando x + 1 = 0, entonces excluimos el nimero x = —1.

Debemos ver donde

6(x —2)
(x+1)3
6(z —2)

(x+1)3
Estos nimeros generan los intervalos (—oo, —1), (—1,2) vy (2, +00) donde veremos el signo de f'(x) =
6(x —2)

Ya que

Ya que = 0 cuando = — 2 = 0, entonces excluimos el nimero x = 2.

(z+ 1)
Valor prueba | f'(z) = f es
—oo<r<—1 r=-2 24 >0 creciente
—l<xr<?2 x=0 —12 < 0 | decreciente
2<z<+00 T =3 33—2 >0 creciente

Por lo tanto: f es estrictamente creciente en los intervalos (—oo, —1) y en (2, +00) y es estrictamente
decreciente en el intervalo (—1,2).

O
Puntos criticos y su clasificacién:

¥ 6(z — 2)
fllx) =0« @1

entonces, f tiene un punto critico en x = 2.
Ya que para —1 < z < 2 la funcién f es decreciente y para x > 2 es creciente, entonces (por el criterio
de la primera derivada) f tiene en x = 2 un minimo local estricto.

=0 r=2

O
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(h) Concavidades:

v

d 6(z —2) _6(:E+1)31— (x—2)3(x+1)%*1

fw) = de (x+1)3 [(z + 1)3]2 N
_ 6(at—l—1)3 —3(x+1)*(z - 2) _ 6(:E—|—1)2[(:E—|—1) —3(z — 2)] _
(x +1)¢ (x +1)¢
6z +1-32+6) 6(—20+7)
(x+Dt  (z+ 1)
= ) = )

f es céncava hacia arriba si f”(z) > 0 es y concava hacia abajo si f”(x) < 0.
6(7 — 2z) 6(7 — 2x)

—— 2 >0ydénde —* < 0.

@+t Y )

Observando que, para x # —1, el denominador (z + 1)* siempre es positivo (por el exponente par),
podemos afirmar que el signo de f”(z) depende exclusivamente del signo del factor (7 — 2x).

Debemos ver donde

7
7—2a:>0<:>7>2a:<:>a:<§
7
7—2a:<0<:>7<2a:<:>a:>§.
Ya que 7 —2x > 0 < t 6(7_2:E)>0 <7& #—1
— ara T —, entonces, ————— ara T — xXr — 1.
d P 9’ w1t TP 2

6(7 — 2x)
(x+1)*

7 7
Ya que 7 — 2z < 0 para x > 5; entonces, < 0 para z > 3"

Por lo tanto:
7

La funcién f es concava hacia arriba en los intervalos (—oo, —1) y | —1, 3

7
La funcién f es concava hacia abajo en el intervalo (5, —l—oo).

O
Puntos de inflexién:

Vv Debido a que en x = 3 existe un cambio de concavidad y ademés a que la funcién f es continua

7
ahi, podemos afirmar que f tiene en z = 5 un punto de inflexién.

Bosquejo de la grafica:
v Con los elementos obtenidos, un bosquejo de la gréfica de f(x) es el siguiente

7 1
tabulamos f (5) =3
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f(z)

O

Suponga que un incendio forestal se propaga en la forma de un circulo cuyo radio cambia a razén de 1.8
m/min. (A qué razdén estd creciendo el drea de la regién incendiada cuando el radio alcanza 60 m?

v Para un radio arbitrario r, el area del circulo es A = 772,

Considerando que r varia en el tiempo, es decir, que = r(t), se tiene que A=A(t).
Luego entonces

A=qr’ = A(t) = mr(t).
Derivando respecto a t obtenemos que

d d
—A(t) = m—7r2
o (1) wdtr (t) =

% —QWT@
dt dt’

dr

dt

dA , : ) , : .
donde — es la razon de cambio del area y es la razon de cambio del radio, ambas con respecto a t.

dt

Parar =60 m y o 1.8 m/min tenemos

dt
dA : 92 .
T 27(60 m)(1.8 m/min) = 2167 m*/min.

Por lo tanto, la razén o rapidez de cambio del area es

d4 ~ 679 m?/min.

dt
UJ

Se va a construir una pista de carreras con la forma de dos segmentos rectos y paralelos conectados por
semicirculos en los extremos. Si el perimetro de la pista sera de 400 m, ;cudles deberan ser sus dimensiones
para que el area delimitada sea maxima?

v Usamos la siguiente figura:

Nl e
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Sean [ lo largo, a la anchura de la regién rectangular y sea r = 2 el radio de la region semicircular.
El perimetro de la pista es P = 20 + 2nr y como debe ser P = 400 m, entonces 400 = 2l + 27r; es decir,
20 + 2%% = 400, o sea
2l + ma = 400 m.
El drea de la region encerrada por la pista es

2
A:la+7rr2:>A:la+7r<%) :la+%a2.

Se tiene entonces -

i) Una funcién: A = la + Zaz.

ii) Una ecuacion (restriccion): 21 + wa = 400.
De la ecuacion despejamos una de las variables para luego sustituirla en la funcion.
Notemos que conviene despejar [.

2l—|—7ra:400:>2l:400—7ra:>l:200—ga.

Al sustituir en la funcién obtenemos

T T T
A= _2:<2 __) T o,
la+4a 00 54 a+4a,

7T 7T T
00a 2a +4a 00a + 173 as;
A(a) = 200a — %az — , funcién a maximizar ;

A'(a) = 200 — %m =200 — Zq;

2
400
Aa)=0=200 - “a=0o “a=200a=—:
2 2 T
A“(a):—g<0:>.

A tiene un maximo local estricto para a = —— metros (anchura).
T

Lo largo de la regién rectangular es

4
l:200—ga:200—z(ﬂ) — 200 — 200 = 0.

2\ m
) L. 400 , .,
Luego entonces, el drea encerrada A es maxima cuando a = — m & [ = 0; es decir, cuando la regién es
™
. ., 400 . 200
completamente circular y con un didmetro a = — m (o sea, un radio r = — m).
™ ™

El drea maxima encerrada es

2

T 2 T

O

En la figura siguiente se muestra la gréafica de la temperatura T° como funcion del tiempo ¢, en un periodo
de dos dias de primavera en la ciudad de Monterrey, empezando desde las 0 horas del primer dia. Contesta
lo siguiente:
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(a)

(b)

(c)
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JEn qué intervalos de tiempo la razén de cambio 1" con respecto a t es positiva?

dr
¥ — > 0 en los intervalos de tiempo (6, 18) y (30,42)

dt
O
JEn qué intervalos de tiempo la temperatura esta bajando?
Vv T decrece en los intervalos (0,6), (18,30) y (42, 48)
O

JEn qué intervalos la grafica es concava hacia arriba o hacia abajo?
Vv ;Qué puede decir acerca de la razén de cambio de T con respecto a t en dichos intervalos?
La gréfica de T' es concava hacia arriba en los intervalos (0,12) y (24, 36), en los cuales la razén de

ar

cambio o es creciente.

La grafica de T es céncava hacia abajo en los intervalos (12,24) y (36, 48), en los cuales la razén de

o dT )
cambio — es decreciente.

dt
UJ

JEn qué valores de t se localizan los puntos de inflexién y cémo los interpreta en términos de la
temperatura?

Vv Los puntos de inflexién se tienen en t = 12, t = 24 y t = 36. En estos puntos, la razén de cambio
dr

— pasa de crecer a decrecer y viceversa.

dt
UJ

Finalmente, explica con palabras el comportamiento de la temperatura durante los dos dias.
¥ Durante el segundo dia, la temperatura tiene el mismo comportamiento (iguales caracteristicas)

que durante el primer dia.
O



