CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
GLOBAL E1300

1.2

(1) Dada la funcién definida por f(x) = T2
-
Determinar: dominio, raices y paridad; intervalos de continuidad y tipo de discontinuidades; asintotas ver-
ticales y horizontales; intervalos de crecimiento y de decrecimiento; maximos y minimos locales; intervalos
de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo, asi como los puntos de inflexién.
A partir del analisis anterior, hacer un esbozo de la grafica de f.

(2) En un concurso de resistencia, los concursantes estdn 2 millas mar adentro y tienen que llegar a un sitio
en la orilla (tierra firme) que esta a 5 millas al oeste (la orilla va de este a oeste). Suponiendo que un
concursante puede nadar a 4 millas por hora y correr a 10 millas por hora, jhacia qué punto de la orilla
debe nadar para minimizar el tiempo total de recorrido?

1
(3) Un derrame de petréleo adopta una forma circular y tiene un espesor de 0 pie. Si el petréleo se esta

escapando a razén de 40 pies®/min, ja qué razén estd aumentando el radio de la mancha de petrdleo
cuando el radio es de 50 pies?

(4) Un supermercado se encuentra con grandes existencias de manzanas que debe vender rdpidamente. El
gerente sabe que si las manzanas se ofrecen a p pesos cada kg, venderia x kg, con z = 1000 — 20 p.
. Qué precio p deberd fijar para obtener ingresos de por lo menos $12 0007

(5) Una legislacién estatal sobre impuestos establece un impuesto exigible de 12% sobre los primeros $20 000
de ganancias gravables y de 16% sobre el resto de las ganancias.
Calcular los valores de las constantes A y B para que la funcién de impuestos 7'(x) sea continua para todo

x.
0 six <0;

T(x)={ A+0.12z si 0 < 2 < 20000;
B+ 0.16(z — 20,000) si = > 20 000.

(6) Dar un bosquejo de la grafica de la funcién f que cumple los requisitos siguientes:

lim f(z) = -3 11’r£14f(55):0 h’ngi f(x) = +o0

f'(z) > 0 para x < —2 f"(z) >0 para x < —2 h’rr;f(:z):O
f(0)=-3 11/I1r17 f(z) = —o0 f'(z) <0 para —2 <z <1
f"(x) <Opara —2 <z <1 h’rﬂf(:c):2 f(3)=-1

f'(3)=0 fl(r)<Oparal <z <3 f'(z) > 0 para x > 3
f"z)>0paral <z <5 f(5) =0 f"(z) <0 parax >5

h’T flz)=2

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.
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Respuestas

1.2

(1) Dada la funcién definida por f(x) = Tt
—x
Determinar: dominio, raices y paridad; intervalos de continuidad y tipo de discontinuidades; asintotas ver-
ticales y horizontales; intervalos de crecimiento y de decrecimiento; maximos y minimos locales; intervalos
de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo, asi como los puntos de inflexién.
A partir del analisis anterior, hacer un esbozo de la gréfica de f.

V¥ Se tiene:
(a) Dominio.

Dy={zeR|1-2"#0}={2zeR|2a*#1} =R —{-1,1}
(b) Raices.

2

flz) =0« T =0 2°=0&1=0
(c) Paridad.
I G S _
o) = = 1o = @) = S = @) =

f es una funcion par, por lo cual su gréafica es simétrica respecto al eje y.
(d) Intervalos de continuidad y tipos de discontinuidades.

Por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio Dy = R —{—1,1}.
Es decir, f es continua en los intervalos (—oo, —1), (=1,1) y (1,400). Esto implica que f tiene
discontinuidades en x = —1 y en x = 1.

Veamos ahora h’rr% flz) & 11'r£11 f(z).
2

Cuando x — 1 sucede que: 22 — 1; 1 — 22 - 0 & : * 5 — —00 0 bien 4+ 00
-
2
x
Cuando x — —1 sucede que: 22 — 1; 1 — 22 - 0 & T 00 bien + oo
-
Luego entonces h’m1 f(z) = —oo o bien + 00 & h’rr% f(z) = —o0 o bien + oo; es decir, las discon-

tinuidades son esenciales e infinitas.

(e) Asintotas verticales.
Precisamos los limites infinitos anteriores, determinando los limites laterales.
2

xXr
lim f(z)= lim =7
m—>1*f() i—1— 1 — 22
1.2 2
l<zr<l=0<2’<l=1-2>>0=> > > 0= lim S =+00
1—=z z—1- 1 —x
i () = lim oy =2
11m T ) = 111n ==
r—17+ =1t 1 — 22
2 2
2 2 $ , $
r>1l=r'>1=1l-27<0=> 2<0:>11m 5 = —00
1—=z z—1+ 1 —x

Luego entonces, la recta x = 1 es una asintota vertical.

Por ser f una funcién par, su grafica es simétrica respecto al eje y. Utilizando este hecho se puede

afirmar que lim f(z) = —oo, h’m+ f(z) = +o0, y ademds que la recta x = —1 es también una
r——1

r——1—

asintota vertical.
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(f) Asintota horizontal.

2 2
m1—1>£—noo fl@) = m1—1>£—noo 1— g2 B Il—l’ﬂ'noo T) :
x
= 1 LR 1 I =—1
AT T T LRI
— -1
72
De nuevo, por simetria con respecto al eje y, se tiene que lim f(z) = —1.
Por lo tanto f tiene una sola asintota horizontal que es la recta y = —1.

(g) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

po o d 2\ (1—2%)2z—a2*(—2z) 2z —22°+22°
f(I)_%(l—arz) - (1 —2)? TR
N 2z
f (I) - (1 —1’2)2

Notando que para x # +1 sucede que (1 — 2?)? > 0, podemos asegurar que f’(z) > 0 paraz >0y
f'(z) < 0 para z < 0. Luego entonces, f es estrictamente creciente en los intervalos (0,1) y (1, 400)
y es estrictamente decreciente en los intervalos (—oo, —1) y (—1,0).

(h) Méximos y minimos locales.
2z

entonces, en x = 0 se tiene un punto critico.
Debido a que f es decreciente para x < 0 y creciente para x > 0, por el criterio de la primera derivada
se puede asegurar que f tiene en x = 0 un minimo local estricto.

2
Ya que f(0) = vV 0, las coordenadas del punto minimo local son
(0, £(0)) = (0,0).

1-02 1
(i) Intervalos de concavidad.

fl(z)=0&

y d ., d 2x B
f (55):% (f):%{m} =
_ (=22 22(2)(1 —a?)(=22) _ 2(1 —a?)*+82°(1 —a?) _
[(1—a2)?]? (1—a2)!
21— 2?)[(1 - 2?) 4 427 _ 21+ 3z?%)
= (1) (1—22p
oy 20327 +1)
LORE

Notando que 322+ 1 > 0 para cada x € R, podemos asegurar que el signo de f”(z) es el de (1 —z?)3,
que es el mismo de 1 — z2.

') >0e1-*>0s 1> || <le

slzf<le|z|<le-l<z<l
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Luego entonces, f”(x) > 0 en el intervalo (—1,1).

f')<0el-2"<0e 1<’ s
Slr|>1ler<—1lobienz >1

Luego entonces, f”(z) <0 en (—oo, —1)J (1, +0o0).
Por lo tanto, f es céncava hacia arriba en el intervalo (—1,1) y céncava hacia abajo en el conjunto
(—oo, —1)J (1, +00).

(j) Puntos de inflexién.

Existen cambios de concavidad en x = —1 y en x = 1. Pero debido a que f no es continua en dichos
puntos, no podemos afirmar la existencia de puntos de inflexiéon. Es decir, f no tiene puntos de
inflexién.

(k) Un bosquejo de la grafica de f es el siguiente:

f(2)

(2) En un concurso de resistencia, los concursantes estan 2 millas mar adentro y tienen que llegar a un sitio
en la orilla (tierra firme) que esta a 5 millas al oeste (la orilla va de este a oeste). Suponiendo que un
concursante puede nadar a 4 millas por hora y correr a 10 millas por hora, jhacia qué punto de la orilla
debe nadar para minimizar el tiempo total de recorrido?

v Usamos la figura:
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Sean P el punto de partida, A el punto de la playa mas cercano a P, M la meta y B el punto de la playa
donde el concursante sale del mar.

Es decir: PA = 2 millas, M A = 5 millas, PB es recorrido a nado y BM corriendo por la playa.

Si suponemos que B estd a x millas de A, entonces

BA=xMB=5—z&

P=\/BA + AP =12+ 22 = /22 + 4.

Si el concursante nada PB = v/22 + 4 millas a razén de 4 millas por hora, entonces el tiempo que tarda

vVt +4

nadando es t,, = —4 horas.

Si el concursante corre M B = 5 — x millas a razéon de 10 millas por hora, entonces el tiempo que tarda

. 5—x
corriendo es t. = —— horas.

El tiempo total de recorrido del concursante es

a72+4+5—:£

t=1t,+t.=
+ 4 10

Es decir,
1 1
t(r) = Z\/l’2 +4+ E(5 —1z),con 0 <z <5,

que es la funcién que debemos minimizar.

1/1 1 x 1
)= (=)@ +4) 22+ —(-1) = ———u — —,
(z) 4(2) ()Rt ) = 10

x 1 x 1
=0 ———==0=—=—=
4vz2 +4 10 4vz2+4 10

= 10z = 4V22 + 4 = (102)? = 4%(2® + 4) = 1002? = 162* + 64 =

t'(x)

64
= 1002% — 1622 = 64 = 842% = 64 = 2> = T 0.762 =
=~ Vv0.762 =~ 0.87.

Entonces, t(z) tiene un punto critico en x ~ 0.87.
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Valuaremos ahora t(x) en z = 0.87, x = 0 & x = 5, para comparar los tiempos obtenidos y decidir cuél
es el menor.

?2+4 b—=x
4 + 10
(087 4, 5087
4 10
VO2+4 5-0
= =1h
t(0) 1 + 10 ora
vh2+4 5-5

= ~ 1.34629 horas.
t(5) 1 + 10 34629 horas

Luego entonces, el tiempo minimo es 0.9582 de hora.

t(x) =

t(0.87) = ~ 0.9582 hora

O

1
(3) Un derrame de petréleo adopta una forma circular y tiene un espesor de 0 pie. Si el petréleo se esta

escapando a razén de 40 pies®/min, ja qué razén estd aumentando el radio de la mancha de petrdleo
cuando el radio es de 50 pies?

Vv Sea la figura:

Notamos que el derrame tiene la forma de un cilindro recto circular, con una altura o espesor constante
h = — pie y un radio variable r en funcion del tiempo t > 0.

50
Considerando que 7 = r(t) estd en pies, el volumen del derrame V', medido en pies®, es

1 ™
_ 2 2 _ 2
V=ar‘h=mnr (—50) —507‘ ,
es decir,
_T 2

La razén de cambio del volumen al paso del tiempo es

d drm , ™ d
el _ | - %9 -
i’ V=g [50r ) 50 < 2 ) grit),
esto es,
v _ T (dr
it 25 \dt)"
Como el petrdleo se estd escapando a razén de 40 pies® /min, entonces, — = 40.

dt
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T dr
—r | — | =40.
25" (dt)
. . . m dr
En el instante en que el radio es r = 50 pies, sucede que —(50)— = 40, de donde

25" dt
dr (4025 20

Por lo tanto

dt 50 7w
que es la rapidez de cambio del radio.

dr 20
Esto es, el radio estda aumentando a razén de i pies/min.
T

O

Un supermercado se encuentra con grandes existencias de manzanas que debe vender rapidamente. El
gerente sabe que si las manzanas se ofrecen a p pesos cada kg, venderia x kg, con z = 1000 — 20 p.
. Qué precio p deberd fijar para obtener ingresos de por lo menos $12 0007

V¥ Si ofreciendo a p pesos cada kilogramo de manzanas, se venden x = 1000 — 20 p kilogramos, entonces
el ingreso I por la venta total es

I =xp= (1000 —20p)p =1000p — 20p?,

es decir, I(p) = 1000p — 20p? pesos.
Ahora bien, para que I(p) sea por lo menos $12000 debe suceder que

I(p) > 12000 < 1000p — 20 p* > 12000 < 12000 — 1000p +20p* < 0 &
& 20(p* — 50p + 600) < 0 <
& p* —50p + 600 < 0.
Resolvemos primero la igualdad p* — 50p + 600 = 0.
- 50 & /(—50)2 — 4(600) _ 50 & /2500 — 2400 _ 50 + /100 _ 50410
2

2 2 2
50 —10 40 50+10 60
De donde p; = 5 :?:20yp2: ; :?:30.
Considerando que p > 0, analizamos los intervalos (0, 20), (20, 30) y (30, +0o0).

Intervalo | Valor de prueba | p?> — 50p + 600
0<p<?20 p =10 200 >0
20 < p <30 p =25 —25 <0
30 <p p =40 200 >0

Luego entonces, la desigualdad p? — 50p + 600 < 0 se cumple cuando 20 < p < 30; es decir, cuando el
precio p por kg estd entre $20 y $30.

$20 $30
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(5) Una legislacién estatal sobre impuestos establece un impuesto exigible de 12% sobre los primeros $20 000
de ganancias gravables y de 16% sobre el resto de las ganancias.
Calcular los valores de las constantes A y B para que la funcién de impuestos 7'(x) sea continua para todo

x.
0 six <0;

T(z)=1{ A+0.12z si 0 < z < 20000;
B+ 0.16(x — 20,000) si z > 20 000.

v La funcién de impuestos T'(x) que se da, es polinomial por partes y por lo tanto continua en cada
uno de los intervalos semiabiertos (—oo, 0], (0,20000] y (20000, +00). Entonces, sélo debemos cuidar la
continuidad de T'(x) en los puntos z = 0 & = = 20000.

Ya que
lim T'(x) = lim 0 =0

r—0— r—0—
y también que

lim T'(x) = lim (A4 0.122) = A+ 0= A,

z—0t z—0t

entonces,

lim T'(z) existe < lim T'(x) = lim T'(z) < A=0.

x—0 x—0~ r—0Tt

Y puesto que

lim 7T(x)= lim (0.12z) = (0.12)20000 = 2400
220000~ 220000

y también que

lim  T(z)= lim [B+0.16(z —20000)] = B +0.16(20 000 — 20000) = B + 0 = B,

—20000t z—20 000[

entonces,

lim T(z)existe & 1lim T(z)= lim 7T(z)< B =2400.
220000 2—20000~ 220000+

Por lo tanto, la funcién de impuestos es (hasta aqui)

0 six < 1;
T(z)=40.12z si 0 < x < 20000;
2400 + 0.16(x — 20000) si = > 20 000.

Notese ahora que
T0)=0& HI%T(I’) =0= lin%T(:E) =T(0);
T7(20000) = 0.12(20000) = 2400 & 1lim T'(x)=2400 = 1lim T'(x)= T(20000),
2—20000 2—20 000

por lo cual, podemos afirmar que 7'(x) es continua en z = 0 y en x = 20 000.
Luego entonces, T'(x) es una funcién continua para toda x.
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(6) Dar un bosquejo de la grafica de la funcién f que cumple los requisitos siguientes:

lim f(z) = -3 11’r£14f(x):0 h’ngi f(x) = +o0

f'(z) > 0 para x < —2 f"(z) > 0 para x < —2 h’rr;f(x):()
f(0)=-3 11/I1f17 f(z) = —o0 f'(z) <0 para —2 <z <1
f"(z) <0para —2<x <1 h’rﬂf(x):2 f(3)=-1

f'(3)=0 fl(r)<Oparal <z <3 f'(z) > 0 para x > 3
f"(z)>0paral <z <5 f(5) =0 f"(z) <0 parax >5

h’grn flz)=2

v Un posible bosquejo de la grafica de f es el siguiente
f(=)




