CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E1700

(1) Una compania que fabrica escritorios los vende a $200 cada uno. Si se fabrican y venden x escritorios cada
semana, el gasto total por la produccién y la venta (semanal) viene dado por la funcién:
G(z) = 2® + 40z + 1500,

considerando que siempre se vende toda la produccién semanal.
;,Cuantos escritorios se deben fabricar semanalmente para que haya ganancia?

(2) Dadas las funciones f(t) = vt —11 & g(u) =|2u— 1],
obtener: (fog)(z), (go f)(x) y los dominios de las funciones fog & go f.

(@Hm{l _ 3 }

i—1 |z —1 a3—1
(4) Um (Va?+2z+6+2)

(5) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva
2(2% + y*)? = 25(2% — y?)
en el punto (3, 1)

(6) Se va a construir una cisterna rectangular con base y tapa cuadradas para almacenar 12,000 pies® de
agua. Si el concreto para construir la base y los lados tiene un costo de $100 por pies? y el material para
construir la tapa cuesta $200 por pies?, ;cudles son las dimensiones de la cisterna que minimizan el costo
de su construccion?

(7) Dada la funcién definida por f(z) = 3z° — 10z + 1,
obtener: intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos criticos (y clasificarlos), intervalos de con-
cavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo, puntos de inflexién y un bosquejo de la grafica.

(8) Un disco metélico de grosor despreciable se dilata radialmente por el calor y su radio aumenta a razén de
0.02 pulgadas por minuto. Determinar la razén a la cual aumenta el area de cada una de sus caras cuando
su radio es de 8.1 pulgadas.

(9) Dar un bosquejo de la grafica de la funcién f que cumple los requisitos siguientes:

f(=3)=1 F(0)=3

7(2) =0 7(4) = -3

7(5) = —2 7(4) =0

f"(5)=0 ml_l)r_noo flz)=-1

lim f(x) =0 lin () = lim_f(x) = oo
lim f(zx) = -1 f'(z) > 0 para x < —3,—-3 <

pee r<lyx>4

f'(z)<Oparal <z <4 f"(z) > 0 para x < —3,—-3 <

r<lyl<xz<b
f"(z) <0 parax >5
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Respuestas

(1)

Una compania que fabrica escritorios los vende a $200 cada uno. Si se fabrican y venden z escritorios cada
semana, el gasto total por la produccién y la venta (semanal) viene dado por la funcién:

G(x) = 2% + 40z + 1500,

considerando que siempre se vende toda la produccién semanal.
;,Cuantos escritorios se deben fabricar semanalmente para que haya ganancia?

v Al vender z escritorios a $200 cada uno, se obtiene un ingreso semanal de
I(x) = 200x .
La ganancia o la pérdida que se tenga semanalmente, depende de la diferencia (D) entre [ & G
D(x) = I(z) — G(z) = 200z — (2* + 40z 4 1500) =
= 200z — 2 — 40z — 1500 = —z” + 1602 — 1500.
Si D(x) > 0, entonces hay ganancias; si D(x) < 0, hay pérdidas y si D(x) = 0, entonces no hay ganancias
ni pérdidas.
D(z) >0 & —2% 4 160z — 1500 > 0 < (—1)(—2® 4 160z — 1500) < 0 <
& 22 — 1602 + 1500 < 0 < (z — 10)(x — 150) < 0.
Desigualdad que se cumple cuando

r—10<0& x—150>0 obien x—10>0 & x— 150 < 0;
r <10 & = > 150 o bien x> 10 & = < 150;
Z no existe o bien 10 < 2z < 150.

Es decir, D(x) > 0 cuando 10 < x < 150.
Esto es, hay ganancia cuando el total x de escritorios fabricados estd entre 10 y 150.

o o

10 150

Dadas las funciones f(t) =+t —11 & g(u) =]2u—1],
obtener: (fog)(z), (go f)(x) y los dominios de las funciones fog & go f.

v Para las funciones f(t) =/t — 11 & g(u) = | 2u — 1] se tienen:

(fog)(x) = flg(x)] = f(| 22 = 1]) = V|22 = 1| = 11.

Y su dominio es:

Dfog:{:c‘zEDg&g(:E)EDf}:
:{x\|2x—1|eR&meR}=
={z|zeR & [2e-1|-11>0}={z| |2z 1| >11} =
={z|2r-1<-1lobien2zx—-1>11} =
:{z‘Qatﬁ—lOObienQa?ZlQ}:{I‘I§—50bien3726}:

= (—00,=5]| J[6,+00) = R — (5,6).
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(go f)(x)

Y su dominio es:

Dyos ={z|z €D & f(vr) €D, } =
—{z|Va-11eR & |2Vo—11-1|eR } =
={z|Ve-1leR}={z|z-11>0}={z|z>11} =

olf(@) = 12/(x) ~1| = |2va— L~ 1] |

= [11, 4+00) .
1 3
3) i —
<>;L%L_1 xs_J
v Vemos que
. 1 3 , 1 3
lim — = lim — =
e—1 |z —1 a3—1 e—1 |z —1 (x—1(22+z+1)
. (P42 +1)-3 > +r—2
lim = lim =
e—1(x—1)(a2+z+1) 2=1(x—1)(22+z+1)
) (x —1)(x 4+ 2) T+ 2 1+2 3
lim = lim = G
el (x —1)(x24+2z+1) a—1224+2+1 124141 3
1
Esto es, lim _ 3 =1
e—1 |z —1 a3—1
(4) lim (V22422 +6+x)

r——00

Vv Tenemos que

lim (Va2 +2x+6+2) =

r——00

(2% + 2z + 6) — 2?

Va2 +2x 46—

lim |[(Va?2+4+22+6+x) rertoor

T——00 Vat4+2r+6—2x
2x +6

lim

z——o0 /22 4+ 2046 —x

-9

lim
r——00 \/32 + 20+ 6 —x

a?(2—|—

)

lim

lim

T——00 2
\/a?2 (1+ —+ =
x x

_m—>—oo 2 6
)—x Va\ 1+ -+ — -z
X X

= lim
T——00 2
|z [\/1+ -+ —=
T
6
x(Q—l——
T

|
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:7:———1

~(VI+1) 2
Estoes, lim (vVa?2+4+2x+6+2x)=—1.

r——00

Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva
2(2? + y*)? = 25(2* — y?)
en el punto (3, 1)

v Suponemos que en la ecuacién dada se tiene implicitamente definida a y = ¢(x).
Derivando implicitamente con respecto a x se obtiene

d d
2— (2% + y%)? = 25— (2% — o
d:l:(:E ) 5da:($ V)=
d d
= 4(z +y)dx($ +y7) 5dx($ V)=
d d
=A@+ ) (w429 ) =25 (20 -2 ) =
dx dz
2, .2 2 20, WY dy
= 42" +y7)20 + (2" + y7)2y— = 50z — 50y — =
dr dx
= 8y(a® + yz)d—y + 50yd—y =50z — 8z (a” +y*) =
dx dx
d
;»(8x2y+8y3+50y)% = 50z — 82% — 8zy* =

dy  50x — 8a° — 8wy?
dr — 8x2y + 8y3 + 50y

d
Valuamos 2 en el punto (3, 1), para asi obtener la pendiente m de la recta tangente

dz
dy 50(3) —8(3)* —8(3)(1)? 150 — 216 —24  —9
m = — = = [ —
dx 5) 8(3)2(1) + 8(1)3 +50(1) 72+ 8450 13
e
13
La ecuacién de la recta tangente es
9 9 27 9 40
—l=——0@-3)=y=—— —Fl=y=—— —
Y A A TR TR A TR T

O

Se va a construir una cisterna rectangular con base y tapa cuadradas para almacenar 12,000 pies® de
agua. Si el concreto para construir la base y los lados tiene un costo de $100 por pies? y el material para
construir la tapa cuesta $200 por pies?, ;cudles son las dimensiones de la cisterna que minimizan el costo

de su construccién?

Vv ;Qué se quiere en el problema?

Se quieren determinar las dimensiones de la cisterna que minimizan el costo de su construccion.

Suponiendo que las dimensiones de la cisterna son: x pies en el lado de la base cuadrada y h pies en su

altura. ;Cual es el costo de su construccién?
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Costo unitario | Area Costo total
base 100$/pies? *pies? $10022
tapa 200 $/pies? ’pies? $20022
lados | 100$/pies® | 4xhpies® $400zh
Cisterna — $30022 + 400xh

El costo total de la contruccién de la cisterna es

C = 300z% + 400xh, pesos

De nuevo, jqué se quiere en el problema? se quiere determinar los valores de x y h que hacen minimo el
valor del costo total C.

Pero, jexiste alguna restriccion en el problema?

Si, que el volumen V = 22h de esta cisterna debe ser igual a 12000 pies?®, es decir que z2h = 12000
Tenemos pues en el problema: una funcién C' = 30022 + 400xh y una ecuacién z2h = 12000.

De la ecuacién despejamos a una de las variables (la que més convenga) para sustituirla en la funcién.

Conviene despejar h.

12000
22h = 12000 = h =

22
Sustituyendo en la funcién se obtiene

12000
C = 30022 + 400xh = 300x2 + 400z ( )

2
4800000

x
Que es la funcién ( de x ) que se quiere minimizar.

C(x) = 300z* + 4800000z~ = C'(z) = 600z — 480000022

C(z) = 3002% +

Luego entonces

4800000 4800000
C'(z) =0 < 600z — — =04 600z = o
X
4800000
3= 0 8000 < x = v/8000 = 20

Es decir, la funcién C'(x) tiene un punto critico en x = 20. Ahora bien,

C'(x) = 6002 — 480000022 = C"(x) = 600 + 9600000z > > 0 para cualquier z > 0
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Lo cual implica la existencia de un minimo para C'(x).
Es decir, el costo C' de la cisterna es minimo cuando x = 20 pies y

12000 12000 12000
h=—m = (202~ 400 30
Esto es, el costo es minimo cuando x = 20 pies y h = 30 pies. Dicho costo minimo es
Conin = 3002% + 400zh
= (300)(20)? + (400)(20)(30) = 120,000 + 240, 000
Conin = $360, 000

O

(7) Dada la funcién definida por f(z) = 3z° — 10z + 1,
obtener: intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos criticos (y clasificarlos), intervalos de con-
cavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo, puntos de inflexién y un bosquejo de la grafica.

Para f(z) = 32° — 102® + 1 se tiene que f’(z) = 152* — 302% & f"(x) = 602 — 60z
(a) Monotonia de la funcion.

Vv fescrecientesi f' > 0y f es decreciente si f’ < 0.

Primero vemos donde f’ = 0.

fl(r) =0 e 152" —302° =0 < 152% (2> —2) =0 &
sa2=0obien2?—2=0<2x=00bien 2’ =2 <
& 2 =00bien z = —v2 o bien z = V2

Con estos numeros generamos los intervalos (—oo, —\/5) , (—\/5, 0) , (0, \/5) y (\/5, +oo), donde de-
terminamos el signo de f’.

valor prueba | f'(z) = | f es estrictamente
r < —2 r=—2 120 > 0 creciente
—V2<2<0 r=-—1 —-15<0 decreciente
0<z<+2 r=1 —-15<0 decreciente
x>2 T =2 120 > 0 creciente

Luego entonces:
f es estrictamente creciente en los intervalos (—oo, —\/5) y (\/5, +oo)
Y f es estrictamente decreciente en los intervalos (—\/5, 0) y (0, \/5)
(b) Puntos criticos.
Y f tiene puntos criticos donde f’ = 0y en el inciso anterior hemos visto que f/(z) = 0enz = —/2,
r=0yz=+2
Considerando el crecimiento y el decrecimiento de f y el criterio de la primera derivada, podemos
afirmar que:

f tiene un méaximo local estricto en z = —v/2
Y tiene un minimo local estricto en x = v/2.
Atn mas:

El punto méximo local estd en A[—v/2, f(—v/2)] = A(—v/2,8V2 + 1).
Y el minimo local estd en B[v/2, f(v/2)] = B(v/2, —8v2 +1).
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Notamos que en x = 0 se tiene un punto critico que no es maximo ni minimo local, ya que f es
decreciente antes y después de x = 0.

Concavidades de la funcién.

¥V [ es concava hacia arriba donde f” > 0y f es concava hacia abajo donde f” < 0.

Primero vemos donde f” =0

f"(z) =0« 602° — 60z =0 < 60z(z* —1) =0 <
sr=0o0bienz’?—1=0<zr=00bien2’=1<
S r=0oblenax=—-1obienz =1

Con estos nimeros generamos los intervalos (—oo, —1), (—1,0),(0,1) y (1, +00), donde determinamos
el signo de f”.

valor prueba | f”(z) = |f es céncava hacia
r<-—1 r=-2 —360 < 0 abajo
—-l<x<0 x:—% %>0 arriba
0<ze<l1 x:% —%<0 abajo
x>1 xr =2 360 > 0 arriba
Luego entonces:
f es concava hacia abajo en (—oo, —1)J (0, 1).
Y es concava hacia arriba en (—1,0) (1, +00).
(d) Puntos de inflexién.
Vv Por el inciso anterior sabemos que f tiene cambios de concavidad en x = —1, x =0y x = 1.
Por ésto y por ser f una funcién continua en dichos puntos, podemos afirmar que f tiene puntos de

inflexibonen x = -1,z =0y z = 1.
Aun mas, los puntos de inflexién estan en

Cl=1f(=D] = C(=1,8), D[0, f(0)] = D(0,1) y E[1, f(1)] = E(1, -6).

(e) Bosquejo de la gréfica.
v La gréfica de la funcién f(x) es: |
[z
A

(8) Un disco metélico de grosor despreciable se dilata radialmente por el calor y su radio aumenta a razén de
0.02 pulgadas por minuto. Determinar la razén a la cual aumenta el area de cada una de sus caras cuando
su radio es de 8.1 pulgadas.
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Vv Por ser de grosor despreciable, el disco metalico puede ser considerado como un circulo cuyo radio r

estd en funcion del tiempo .
Por lo mismo, el drea A = 7r? del circulo es funcién del tiempo ¢; es decir

A(t) = m[r(t))*

dr

., Qué se pide en el problema? Se pide calcular E cuando i 0.02 pulg/min y su radio es r = 8.1
pulgadas.
d d dr
A=mr*= —A= —(mr®) = n2r—
r :>dt dt(wr) Wrdt:>
dA 5 dr
e W
dt dt

Al sustituir valores se obtiene
dA
i 27(8.1)(0.02) = 0.3247 pulg® /min.

(9) Dar un bosquejo de la grafica de la funcién f que cumple los requisitos siguientes:

F(-3) =1 £(0) =3

f(2)=0 f(4) = =3

7(5) = —2 7'(4) =0

f"(5)=0 ml_l)r_noo flz)=-1

T, f() =0 lim /() = lim f(2) = +oc
lim f(x) =—1 f'(z) > 0 para x < —3,—-3 <

pee r<lyx>4

f'(z)<Oparal <z <4 f"(z) > 0 para x < —3,—-3 <

r<lyl<xz<b
f"(z) <0 parax >5

v Un bosquejo de la gréafica de f podria ser
f(=)

T




