CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E0200, 12-12-2000

(A) PRIMER PARCIAL

(1) Se lanza una pelota hacia arriba a una velocidad de 15 m/seg desde el borde de un acantilado a 135 m
arriba del suelo. La altura de la pelota como funcién del tiempo esta dada por

s(t) = —5t* + 15t + 135

(a) Determinar el dominio de la funcién
(b) ;Para qué valores de t la pelota se encuentra a menos de 45 m del suelo?
(¢) ¢{Cuéando choca contra el suelo?

2_
(2) Sean f(z) =v2r+3 v mw=%%f?

(a) Dominio y raices de f(z) y de g(x)
(b) (go f)(z) y su dominio

(3) Sean

) V3—x stz < -1 B
ﬂ@—{mx_M SIS & g =2 -2,

determinar dominio, raices, paridad, esbozo gréfico y rango de f(z) y de g(z).

(4) Una ventana normanda tiene la forma de un rectangulo coronado por un semicirculo. Si el perimetro de
la ventana es de 45 cm, exprese su area (A) como funcién del ancho z de la misma.

(B) SEGUNDO PARCIAL
(1) Calcule los valores de a & b, que hacen de la siguiente funcién una funcién continua.
3r—2 six<-—1;

flz)=<Xa six=—1;
br’+1 si —1<ax<2.

(2) 1im 2¢ —+/—122 + 40

e—2  3x?4z—14

(3) A partir de la grafica de f, determine
(a) Los puntos de discontinuidad y su clasificacién
(b) Las ecuaciones de las asintotas verticales y las ecuaciones de las asintotas horizontales
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f(z)

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

(4) La ley de Newton de la gravitacién afirma que la magnitud F' de la fuerza ejercida por un cuerpo de masa
m sobre otro de masa M es
GmM

2
,
donde G es la constante gravitacional y r es la distancia entre los cuerpos.

F =

Y

(a) Silos cuerpos se estdn moviendo, encuentre o y explique su significado
r

(b) Suponga que se sabe que la Tierra atrae un objeto con una fuerza que disminuye a razén de 2 N/km,
cuando r = 20000 km. ;Con qué rapidez cambia esa fuerza cuando r = 10000 km?

(5) Para la funcién
a2t

f(l’)— )

x3

determine:

(a) Dominio, raices y paridad

(b) Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales
(c) Discontinuidades y su clasificacién

(d) Esbozo gréfico y rango.

(C) TERCER PARCIAL

(1) Dos automéviles empiezan a moverse a partir del mismo punto con velocidad constante. Uno viaja hacia
el sur a 60 km/h y el otro hacia al oeste a 25 km/h ;Con qué razén aumenta la distancia entre los dos
automoviles dos horas mas tarde?

(2) Encuentre todos los puntos de la curva
22y + oy =2

donde la recta tangente es horizontal.
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(3) A partir de la gréfica de f

f(z)

-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

Determine el conjunto de puntos del dominio de f que satisfacen:
(a) f'(x) >0, f'(z) <0, f'(x) =

(b) f” >0, f(x) <0, f(x) =0

(¢) f'(x) no existe

% —
3

(4) Para la funcién f(x) = , determine:

(a) Dominio, raices y paridad

(b) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento

(c) Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos de inflexién
(d) Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales

(e) Maximos y minimos relativos y absolutos

(f) Esbozo gréfico y rango

(5) Se va a construir un recipiente cilindrico con capacidad de 2 litros. La superficie lateral serd de cartén
con base y tapa de metal. Si el carton cuesta 2 pesos por metro cuadrado y la superficie metalica cuesta
5 pesos por metro cuadrado, calcular las dimensiones del cilindro que minimicen el costo del material de
éste.
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Respuestas

(A) PRIMER PARCIAL

(1) Se lanza una pelota hacia arriba a una velocidad de 15 m/s desde el borde de un acantilado a 135 m arriba
del suelo. La altura de la pelota como funcion del tiempo esta dada por

s(t) = =5t + 15t + 135.

(a) ;Cuando choca contra el suelo?
Vv Tenemos que hallar ¢ tal que

—5t% + 15t + 135 = 0 o bien — 5(t* — 3t —27) = 0.

Esto es, resolver la ecuacion

2 —3t—-2T=0=1t=

3+v9+108  3+VI117
2 N 2 ‘

Como no debemos considerar tiempos negativos, pues el experimento se inicia para t = 0, la pelota
llega al suelo cuando

3+ V117
t = % ~ 6.9083269 .
O
(b) Determinar el dominio de la funcién s(t)
¥ Dominio:
V1l
D, = |0, u] ’
2
pues al llegar al suelo cesa el experimento.
0 3+ V117
2
O

(c) ¢Para qué valores de t la pelota se encuentra a menos de 45 m del suelo?
v Cuando

—5t% + 15t + 135 < 45 = —5t> + 15t + 90 < 0 = 5t* — 15t — 90 > 0 =
=5t -3t —18) >0=t*—3t —18 = (t +3)(t — 6) > 0.
Esta desigualdad de cumple si:
t+3>0&t—6>0 obien t+3<0&t—6<0;
t>-3&t>6 obien t<-3&t<6;
t€[6,00) obien te& (—oo0,—3.
Entonces, la pelota estara a menos de 45 m del suelo si

3+ﬁ17]
9

te |6 ~ [6,6.9083269)].
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® >0

3+ V117
2

6

(2) Sean f(z) =v2x+3 & g(z) a1
Determinar:
(a) Dominio y raices de f(z) y de g(x)
Vv Tenemos, primero los dominios:
Df:{xe R ‘2%%—320}2{:176 R‘xz—%}: [—%,oo};
Dy={zeR|2’-1#0}={zeR|(z+1)(z—1)#0} =R — {£1}.

La raiz de f(z) es z = —3.
Las raices de g(x) son las x tales que

207 ~18=0=2"=18=2>=9= |z|=3 =2 = +3.

(b) (go f)(z) y su dominio
v Calculamos

_ _ C2(V2r+3)2-18
(9o f)(w) =glf ()] = 9(vV2r +3) = Nerzs e

22z +3)—18 4r—12 22-6
2 +3—-1  20+2  z+1°

El dominio:

D(gof):{xEDf‘f(z)EDg}:{:EE [—3,00) ‘\/2:B+37é j:l},

pero
V2r+3#+l=>20+3#1=>20# -2=0# -1,
luego
Digop) = [=3,00) = {1}
(3) Sean

|3z —4| siz>-—1

f(x)={v3‘“”” BTl gy =2f@ 1) -2,

determinar dominio, raices, paridad, esbozo gréfico y rango de f(z) y de g(z).

v Dominio: Dy = R = D,.
Raiz de f(x) es cuando |3z — 4| = 0 tnicamente, pues /3 — x = 0 sélo si x = 3, pero 3 > —1.
Luego, la tinica rafz real de f(z) es z = 3.
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Las raices de g(x) son los z tales que

gx)=2f(z+1)—2=0=2f(z+1)=2= f(z+1)=1=
=V3—r=1si3—rx=1<2=2 pero2 £ —1.

Luego f(z) = 1 solamente si
5 5
|13z —4|=13r—-4=+1<3rx=4+1<3x = 5 @x:§&x:1.

Y como f(x + 1) se obtiene a partir de f(x) desplazdndose a la izquierda una unidad, los ceros de g(z)
2

son0(=1-1) & = 25—1 .
3 3

Paridad: ninguna de las dos son pares ni impares, por ejemplo:

= |3x1—4|=[3-4|=|-1|=1;
=2f(0) —2=2x4—-2=8—2=6;
2

La grafica de f(x) es

El rango de f(z): Ry = [0, 00).
Como g(z) = 2f(x + 1) — 2 = 2[f(x + 1) — 1], hay que trasladar a la grifica de f(z) una unidad a la

izquierda, otra unidad hacia abajo y después dilatarla multiplicando el resultado por 2.
De hecho

2 -{}’
1) = 6.9(0) = 0.9 (3 ) = 2.9 (5 ) 0.0 = 5

La grafica de g(x):
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g(x)

Rango de g(x): Ry = [—2,00).
U

(4) Una ventana normanda tiene la forma de un rectdngulo coronado por un semicirculo. Si el perimetro de
la ventana es de 45 cm, exprese su area (A) como funcién del ancho z de la misma.

V¥ Primero un dibujo de la ventana:

p p . p . . .z .
El area A es la suma del area del rectangulo mas la del semicirculo que tiene radio 5 €8 decir,

x?1 T
A: _—— = — 2.
a:y+7r42 a:y+8a:

Pero ademas el perimetro de 45 es igual a
zl

P = 2 2
T+ 2y + 7T22,

y asi
P = <1—|—g)a:—|—2y:45,

y de aqui que

9y = 45 <1+7T) =B <1+7T)I
y= 7)Y T 2) 2"
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Luego, sustituyendo este valor, nos queda A como funcion sélo de x:

™ T ™ T 1 7
A= [22. . (1 —) _} T2 _ogop,  (F_1_7 2 _
X ) ‘|‘2 5 —|-8{L’ Sx + 3 x

ST (LR P

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) Calcule los valores de a & b, que hacen de la siguiente funcién una funcién continua.
3r—2 six<-—l1;
flz)=<a six=—1;

b2 +1 si —l<x<?2.

v La funcién en —1 tiene que cumplir:

lim f() = f(~1).

r——1

Y de aqui:
lim f(z)= lim f(z)= f(—1).

r——1" r——11

Pero, como

lim f(z)=-3—-2= -5,

r——1"
m f(z)=b+1,
y €omo
f(_l) =a,

entonces, para que exista limite en —1.
—5=b+1=b=-6,

y para que la funcion sea continua en —1:

a=-—5.
. 2x — /=122 + 40
(2) lim :
a—2 3?41z —14
Vv Racionalizando el numerador tenemos:
20 — /120440 42% — (—12x + 40)
322+ — 14 (322 + 2z — 14) (22 + v/ —12x + 40)
_ 422 + 122 — 40 - 4(z? + 3z — 10)
C Br+T)(z—2) 22+ V=120 +40)  (3z + 7)(x — 2)(2z + v/—12z + 40)
4(x +5)(x —2) 4(x +5)

(Br+T7)(x —2)(2x + V=120 +40) (32 + 7)(2v + /—12x + 40)
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si ¢ # 2, para que x — 2 # 0.
Aqui vemos que
32 +r—-14=0<

—1j:\/1+168_—1+\/169_—1j:13(:>
G = =

= T = G G
2
r=q —14 7
% =3
Por lo que
3x2+x—14:3<x2+%x—13—4) :3<x+g) (x—2) =Bz +7)(z—2).

Por ultimo

2r — /=12 +40 4(x +5)

lim 5 = lim =
e—2 34— 14 2=2 (3x 4+ 7)(2x + /—12x + 40)
AxT T
C13x8 26
O
(3) A partir de la gréafica de f(z),
f(z)
s 4321 | 1z 3 45 6
determine:
(a) Los puntos de discontinuidad y su clasificacién
v f(x) tiene una discontinuidad removible en z = —4;
f(z) es discontinua en x = 2, donde tiene una discontinuidad infinita.
O
(b) Las ecuaciones de las asintotas verticales y las ecuaciones de las asintotas horizontales
Vv 1z = 2 es la unica asintota vertical & y = 0, la tnica asintota horizontal.
O

(4) La ley de Newton de la gravitacién afirma que la magnitud F' de la fuerza ejercida por un cuerpo de masa
m sobre otro de masa M es

donde G es la constante gravitacional y r es la distancia entre los cuerpos.
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. d
(a) Silos cuerpos se estan moviendo, encuentre e la razon de cambio instantanea de la fuerza F' cuando
r

cambia la distancia r entre los cuerpos.
v Calculamos:
GmM  GmM

dr (r+h)? 12 B . [P =(r+h)?]
ar i h _Gmelzli%{hﬂ(r%—h)? -
) —2rh — h? ) —2r—nh
= O )| = O [ -
— OmM {—ir] _ _2G77;M‘
T T

O
(b) Suponga que se sabe que la Tierra atrae a un objeto con una fuerza que disminuye a razén de 2 N /km,
cuando 7 = 20000 km. ;Con qué rapidez cambia esa fuerza cuando r = 10000 km?
v Por un lado tenemos

dF _
dr |, _a0000 ’
y por otro
dF _ 2GmM
dr |, _a0000 (20000)*
luego entonces,
2GmM
————— = 2= GmM = (20000)*;
(200003 mM = (20000)";
por lo que
dF —2 % (20000)3
@ _o2xd 3) — 2% 2= 16 N/km.
dr |, Z10000 (10000)
O
(5) Para la funcién
22 —1
flo) =,
determine:
(a) Dominio, raices y paridad
v Dominio: Dy = R —{0}.
Raices: x = £1, que son las rafces de 22 — 1 = 0.
Es impar, pues
(—z)? -1 22-1 r?—1
f(_$) = (_$)3 = _$3 = - 1'3 = _f($) °
O

(b) Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales
v 12 = 0 es asintota vertical pues

lim_f(x) = Foo;

x—0F
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y = 0 es asintota horizontal pues

lim f(z) = lim (l—i):().

O
(c) Discontinuidades y su clasificacién
¥ f(x) es una funcion racional y por lo tanto es continua en su dominio. En z = 0 la discontinuidad
es infinita por lo visto en lo anterior .

O
(d) Esbozo gréfico y rango
v Esta es la grafica de la funcién f(z):
f(=)
H x
\_/_'1 |

Rango: el rango de f es todo R.

O

(C) TERCER PARCIAL

(1) Dos automéviles empiezan a moverse a partir del mismo punto con velocidad constante. Uno viaja hacia
el sur a 60 km/h y el otro hacia al oeste a 25 km/h ;Con qué razén aumenta la distancia entre los dos
automoviles dos horas mas tarde?

v Usamos la siguiente grafica
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El espacio que recorre el autémovil que va hacia el sur (en km) es 60¢ con ¢ en horas y el del otro automdvil
es 25t, por lo que, por el teorema de Pitagoras, la distancia entre ambos automéviles es

d(t) = /(60t)2 + (25t)2 = v/3600¢2 + 625¢2 = /4225t = 65¢ km,

entonces,
d
Ed(t) =d'(t) = 65 km/h,
y en particular
d
—d(t)| = d'(t)],_, = 65 km/h.
dt o
O
Encuentre todos los puntos de la curva
22y oy =2
donde la recta tangente es horizontal.
v Suponiendo que la curva es la grafica de una funcién derivable y = f(z), la cual estd definida
implicitamente, su derivada esta dada por
20y + 22%yy +y+ay =0 =
= 2%y +2)y' = -2z +y) =
2 1
;&y,:_( Ty + )y;
20%y +x
1
y’zOsiyzOobienQ:zg—l—le@yz—2—,z7é0.
x
Ahora bien, y = 0 no corta a la curva dada pues no existe x tal que 22 x 0> + 2 x 0 = 2.
1
Veamos ahora si hay puntos de la curva tales que y = o resolviendo el sistema:
x
2y +ay =2
JE— 1 .
y - 21”
. 1 . ., .
y sustituyendo el valor de y = —5, €0 la primera ecuacién (la que determina a la curva), tenemos que
x

2 1 11
P o) =2t oa
4:,;2“”( 2:5) 172

Lo cual es absurdo, por lo que tal curva no tiene tangente horizontal.
Este resultado lo podemos comprobar pues podemos hallar explicitamente la funcién y = f(x).
Despejando y de la ecuacién

1
-1
—r+ Va2 +822 —xr+3x — =7 (z #0)
Py tay—2=0=y= = =7,
212 212 _Z_ 9yt
x
Entonces la derivada de cada una de las funciones y = 27! & y = —2x7!, respectivamente,
1
Yy, =—ax7%= - & Yy = — nunca es 0, por lo que no tienen tangentes horizontales.
x x



EVALUACION GLOBAL E0200 13
(3) (a) f'(z) >0, f'(z) <0, f(z) =0

v f'(zr) >0paraxe (—-2,-1)J(1,2);
;/(l’g f Osiz e (—oo,—4)J(—4,-3)UJ(-3,—2) U (-1, 1)U (2,4+00);

"(z)=0six=-3,—1o0bien 1.
0
(b) f"(x) >0, f"(x) <0, f"(x)=0
v .f// >0size (_007 _4) U (_47 _3) U (072) U (27 +OO) )
fr<0size(—3,-2)J(—2,0);
f"=0six=—30 bienz =0.
0
(c) f'(x)
VvV Enz=—4, -2 & 2 no existe la derivada. O
2 _
(4) Para la funcién f(x) = ‘ 5 determine:
x
(a) Dominio, raices y paridad
v Dominio: Dy = R —{0}.
Raices: x = £1.
La funcién es impar .
0
(b) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento
v Veamos el signo de la derivada de f(x):
22" —32% (2 — 1) 222 — 32 +3
f/($) = 26 = 4 -
3 — 2
— f >0el<3e|z|<V3e —V3<z<V3con (z#£0).
x
Luego, f(x) es creciente en (—\/g, 0) y en (0, \/§)
3 — 2
fl(r) <0< 433 <0e3-1’<0e2’>3a|z|>3<2>+30bienz < —V3.
x
Entonces, f(z) es decreciente en (—oo, _\/§) y en (\/g, —I—oo).
0

(c) Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos de inflexién
v Calculemos la segunda derivada de f(z)

P = 3—a2?\'_ 2" —4a%3 1% 207 12440 20— 12
x? x8 x® )
f"(z) > 0si
207 — 12> 0 & 2° > 0 o bien 202 —12 < 0 & 2° < 0;
?>6& x>0 o bien ?<6& x<0;
2] >V6 & x>0 o bien 2] < V6 &z <0;
z>6 o bien —V6 <z < 0;

z € (—v6,0) U (V6,+00).

En ese intervalo, f(z) es céncava hacia arriba.
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Y f(x) serd céncava hacia abajo en (—oo, —\/6) y en (0, \/6)
Los puntos de inflexién estan donde f”(x) = 0, como observamos en

22 —-12=0<2>=6< 2 =+V6,

pues en ellos la segunda derivada cambia de signo y ademas la funcion es continua.

(d) Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales

Vv z = 0 es asintota vertical & y = 0 es asintota horizontal. O
(e) Méximos y minimos relativos y absolutos

Vv Los puntos criticos estan donde

ff=0esr’=3a|z|=V3ez==2V3.

En 2 = —/3 hay un minimo relativo pues f(z) pasa de ser decreciente a ser creciente.
En 2 = v/3 hay un méximo relativo ya que f(z) pasa de ser creciente a decreciente.
Debido a que h’mi f(z) = Foo, la funcién no tiene valores extremos absolutos.

z—0

O
(f) Esbozo grafico y rango
v Calculamos los siguientes valores
2 2
f(£V3) = 5 =+ ~ +0.385;
+/3 32
5 5
+V6) = — =+ ~ +0.34;
f£v8) +67 62
La grafica de la funcién f(x) es:
f(z)
N i
- Vi VG
Rango: el rango de f es todo R.
O

(5) Se va a construir un recipiente cilindrico con capacidad de 2 litros. La superficie lateral serd de cartén

con base y tapa de metal. Si el carton cuesta 2 pesos por metro cuadrado y la superficie metalica cuesta
5 pesos por metro cuadrado, calcular las dimensiones del cilindro que minimicen el costo del material de
éste.

Vv Veamos el correspondiente dibujo:
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27r

Puesto que el volumen (V) es 2 litros, consideramos entonces que el V =21 = 2 dm®.
Sabemos que el volumen del cilindro es el drea de la base, 72, por la altura h; para r y h en decimetros.

V =2 =nmnr’h.

El costo de la superficie lateral serd (27rh) 2 y el de la superficie metélica, (277%)5 por lo que el costo total

es:
C = 4nrh + 10712,

2
pero como h = — entonces podemos expresar el costo como funcién de la variable r:
r

2
C(r) =dmr—; + 107r? = &~ + 10772,
r

Ahora bien,
8 2073 — 8
C'(r)= —— +20mr === 2 — 05 20m° -8 =0%
T T
8 2 2
3 3
Sri=—=—&r=—
T s 7 Var
y también

W=

2 2
L _2(2\7_25x55 _ ,2x25 _,[50
m \ b 1 T 7w’
T3

. . . . /2
Estos son los valores que corresponden al costo minimo del material: el punto critico r = ¢ — es minimo
T

16
puesto que C'"(r) = — + 207 > 0 para r > 0.
T
0]



