CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E2000
TRIMESTRE 1-2000 5-1V 16 H

(A) PRIMER PARCIAL
24 3x
(1) <2
3 —4x
(2) |5z — 3] <a?—2.

(3) Considere las funciones

)2z si x € [—10, —2]
fz) = {x2 +1 siz e (0,+00)

y g:(—00,0)J[3,00) = R dado por g(z) =1 — 5z.
(a) Calcular el dominio y la féormula de la funcién f + g
(b) Calcular el dominio y la férmula de la funcién composicién g o f

(4) Considere la funcién

222 +3x —3 six € (—o0,0];
fz) = .
—2r +3 siz € [3,+00).

Obtener dominio, raices, grafica y rango de dicha funcion.

(B) SEGUNDO PARCIAL

3?2 —4
1) Considere la funcion f(zr) = ————.
(a) Determinar dominio, raices e intervalos de continuidad
(b) Obtener las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales
(c¢) Obtener el bosquejo grafico de la funcién

(2) lim vVI9r +19 — 62 — 1
2 6x2—192x+10

r—35

3

) [|2+x|—-3|—2
lim .
3 2 -9

(3)

(4) Considere la funcién f:R — R definida por

28 2t

Pruebe que f tiene al menos una raiz positiva y otra negativa.

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.
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(C) TERCER PARCIAL
(1) Determine las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva definida por la ecuacién
35
2y + 1

+Vat4+ oy =4

en el punto (1,0).

(2) Un anuncio publicitario tiene forma de un cilindro circular recto. Determinar la variacién de su volumen
en el proceso de inflado, sabiendo que la altura permanece constante.

(3) Considere la funcién f(x) = 4z — /2x — 1. Determinar:
(a) Dominio, raices, intervalos de continuidad y asintota oblicua
(b) Intervalos de monotonia y puntos extremos
(c) Intervalos de concavidad
(d) Bosquejo grafico e imagen

(4) El interior de un recipiente con el fondo cuadrado y abierto por arriba debe revestirse de plomo. Si el
volumen del recipiente sera de 32 [, ;cuales deben ser las dimensiones del recipiente para que sea minima
la cantidad de plomo empleada?
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Respuestas
(A) PRIMER PARCIAL
Vv Transponiendo términos, la desigualdad propuesta equivale a:

y efectuando operaciones tenemos
2—|—3:E—6—|—8:B<0 111’—4<

=
3 —4x - 3—4r —
Lo cual ocurre si

1z —4>0&3—-42<0 o bien 1l —4<0& 3 —4x > 0;
1l >4 & —4z < =3 o bien 1lx <4 & —4x > —3;

4 3 4 3

> 2 i < - °.

:17_11&:5>4 o bien :E_ll&:v<4,

3 b c 4

T € 4,—|—oo 0 blen T oo,11 .

Luego, el conjunto solucién es precisamente

er- (= Ui)

|
=~ w

11

4
Vemos, por ejemplo, que z = I si satisface la desigualdad original pues

2+12

T oA,

,_ 16 1T
11

3 :
Pero que x = 4 D0; pues al sustituir en la desigualdad el denominador resulta cero.

(2) |5x — 3| <2?—2.
Vv Esta desigualdad equivale a las dos desigualdades
—(2*—2)<br-3<2* -2 —? +2<5x -3 <2 -2
A su vez, la primera de ellas equivale a

—22 -5 4+2+3<0,esdecir,a —2*>—5x+5<0yéstaaz?+5r—5>0.
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Como
—5+v25+20 —5++45 0.8541019
45 —-5=0&1= i = \/_z
2 2 —5.854102.
5+ 45 -5 45
Tenemos que 22 + 5z — 5 = x++T> <x—%\/_>
Veamos el signo de z2 + 5z — 5 fuera de estos puntos
Signo de
Intervalos x+585 | x—085 |22 +5r—5
e (<p®) | - - +
—5—7\/E <1< _5+T\/E + _ _
<‘5‘2VE <) SR + + +
Luego el conjunto solucién de la desigualdad —2? + 2 < 52 — 3 es el conjunto
5445 —5+ /45 5—4/21 5421
es-{ (o 25T Y[ ) (o] U
5V 5 Al 51 VA5 5+ 2L
2 2 2 2

Andlogamente la otra desigualdad 5z — 3 < 22 — 2 equivale a
0§x2—2—5x+3(:>0§x2—5x+1ycomox2—5x+1:0(:>

PR L 5421 _ [4.7912878
B B ] 0.2087121.

2 2

El signo de 22 — 52 + 1 nos lo da la tabla siguiente

Signo de
Intervalos x—0.2087 | © — 4.791 | 22 — 5x + 1
v < 5—5/5 << 5+§/ﬁ) _ _ +
SRl g < B2l + . -
(%ﬁ <> SRl < g + + +
Luego entonces,
x2—5x+120(:>x€<—oo,¥lu \5%—27@,%00).
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~«~———————o0 D —
5—+v21 5++v21
2 2

Y esta unién es precisamente el conjunto solucién de la desigualdad 5z — 3 < 2% — 2.
Por 1ltimo, el conjunto solucién de la desigualdad propuesta es
5+ /21 ) }
oo | ¢

e

2
< 54 /45
—OO, —72

Podemos ver que

S:

U

5421 )
T> _I_OO )

pues observamos lo siguiente:

5+_\/E 5—+/21 —5+-\/E 5+-\/ﬁ
T2 2 2 2
Y asf, por ejemplo, x = —6 satisface a —2% + 2 < bx — 3 < 2% — 2, pues

—36+2<-30—3<36—2.
Asf mismo, x =5: =25 +2 < 25—3 < 25— 2, pero x = 0 no, pues —0+2 £ 0 — 3.

(3) Considere las funciones

)2 si x € [—10,—2];
flz) = {552 +1 size(0,+00)

y considere también
g:(—00,0) U [3,00) — R dado por g(z) =1 — bz.

(a) Calcular el dominio y la féormula de la funcién f + g
v Dominio:

Dy =[-10,-2] J(0,4+00) y Dy = (—00,0)| J[3, +00) =

= DDy = [-10,—2] | [3. +00).

Puesto que
O ° G
~10 -2 0 3
) @

y la funcién suma:

(f +9)(x) = {

2 +1 -5z size[-10,-2] |-3z+1 si x € [—10,—2];
224 1+1-5z size[3,4+00) |22 —5r+2 sizc([3,+00).
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(b) Calcular el dominio y la férmula de la funcién composicién g o f
Vv Dominio:

Dyos = {x € Dy | f(x) € D, } :{:EE -10, 2] J (0, +o00) | f() € (—oo,O)U[s,+oo)}.
Sixz e [-10,-2] = f(z) =22 < 0= 2 € Dyoy.
Size (0,400) = flz) =2’ +1>3e?>2e |z| > V2o 2 >V2o0bien z < —V2.

Pero en este ultimo caso x # 0, luego entonces,

[V2,400) € Dyos ¥ Dyog = [-10, 2] J [V2, +00) .
Por otro lado,

_ ~ Jg(2x) si x € [—10,-2]
(QOf)(I)—g[f(I)]—{Q(I2+1) LY

) 1—-5(22) size[-10,-2] ) —-10x+1 size[-10,-2]
| 1-5(a?+1) size [V2,+o0) —b5r?—4 siz € [V2,+00).

O
(4) Considere la funcién
202 +3x —3 siz € (—00,0];
Fla) = e ol

—2x +3 six € [3,+00).
Obtener dominio, raices, grafica y rango de dicha funcion.
¥V Primero el dominio:

Dy = (=00, 0] U 3, +00);
—-3+v9+24 —-3++33 0.6861406
20° +3r -3 =012 = T ~
4 4 —2.1861407,
—3++33 -3 —-+33
pero % > 0, luego, no es raiz de f, a diferencia de z = —1 < 0 que si lo es.
3 3
Por otra parte, —2r +3 =0 2 = 57 pero 5 < 3, luego, = = 3 tampoco es raiz, por lo que la tnica raiz
-3 —-33
esr=———.
4
Como
39 9 3\° 33
202 +3r—3=2(2"+ v+ — | -3-=-=2 °) 2
T°+ o (:B +2:E+16) 3 (:E+4) 3

la grafica de y = 222 4+ 3z — 3 es una pardbola de vértice en (_Z’ —g) que dirige su concavidad hacia
arriba.
La grafica de y = —2x + 3 es una recta de pendiente —2 y ordenada en el origen y = 3. Luego, finalmente

la grafica de esa funcién f(x):
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f(z)

Rango: Ry = R.

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) Considere la funcién

3x2 —14
f(z)_$2—5x—2'

(a) Determinar dominio, raices e intervalos de continuidad
Vv Dominio:
Por un lado 322 — 4 tiene que ser > 0, esto es

4 2
317 >4 2> - & || > —= ~ 1.154700538.
3 V3
Por 1 ti igual 2 o bi igual 2
Oor 10 que T tiene que ser mmayor o 1gua ue — O Dlen menor o 1gual que ———.
q q y gual que —= gual q 73

Pero 2% — 5z — 2 no puede ser cero.
Sabemos que

2 —br—2=0s2x=

~

54+v25+8 5+433 {5.372281323
: -

2 —0.372281323.
Por lo que
2 2 5+ +v33
Dy=|(—-00,——= —, 0| —¢ — ;.
! ( \/??] U [ﬁ ) { 2 }
5+ V33 2
Ya que % > ﬁ se encontraria en el dominio de f(z) y como
2 5— 33 2 ,

— > —— > ———, entonces no se encuentra en él; tenemos pues que
V3 2 V3

o= {e- () (57}

Raices:
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Las raices de f(z) son las x tales que 322 — 4 = 0, es decir,

4 2 2
3x2:4(:>x2:§(:>|z|:—(:>z:j:—.

V3 V3

Continuidades:
En su dominio f(x) es continua, o sea es continua en los intervalos

2 2 5+4/33 5++/33
(== 5U [73 T) U (7»%@) -

Obtener las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales
Vv Para las asintotas verticales calculemos

i i 322 —4
lim  f(z)= lim .
p 5V p5EYE < 5+ \/33> ( 5— \/33>
r———— | |- —F—

2 2

5+\/_

Vemos que cuando x estd muy proximo a ———

5 — V33 5 — V33
tanto /322 — 4 como x — 5 + \/_ 2\/_ = /33 son positivos.

54433 5+\/§ 5+ /33

Y,encambio,zﬁT :>:17<T:>z—7<0.

2
54433

Por lo que f(z) < 0 para = =~ —5 pero tendiendo el numerador a cierto nimero # 0 y el

denominador a 0, tendremos que  lim  f(z) = —oc.
T 5+§/§*

Analogamente

3x2 —4
lim  f(z)= lim ° = +o00.

_syE p Sy <x_5+\/§> (x_5—\/§>

9 9
544337 54+ /33 54+ /33

P h -— =2r2>—— =g ———>0.
ues anora r — B X B X B

5433

Asi entonces, x = — 8 la asintota vertical.

Para determinar las asintotas horizontales estimemos lim f(z).

r—+o00

Como

f(z) = \/7 ! 3_ﬁ iz@ =+ \/g

— b — 2\ 2\’
br—2 1_§__ o(1_5_2 (12 2
T :B2 r  x? r  x?

para x # 0 vemos que +4/3 — — — V3 cuando x — 400
x
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5 2

yquez(1l———— ] — oo cuando ¥ — o0, luego lim f(z) = 0.
X X z—+00

Entonces y = 0 es la asintota horizontal.

0
(c¢) Obtener el bosquejo grafico de la funcién

v Una posible grafica de la funcién f(z) y que cumple con las condiciones determinadas es la

siguiente:
f(=)
5+v/33 I
_ « G .
O
o AVIr+19—-6x—1
(2) lim :
. 622 — 19z 4 10
¥ Racionalicemos el numerador
(vV9r +19 — 62 — 1)(v/9x + 19 + 62 + 1) B 92x + 19 — 3622 — 122 — 1 B
(622 — 192 + 10)(v/92 + 19 4+ 62 + 1) (622 — 192 + 10)(v/92 + 19 + 62 + 1)

—36x2 — 3z + 18

(622 — 192 + 10)(v/92 + 19 + 62 + 1) |

Observemos que

—3612 —3r+18=-3(122° +1-6) =0 122° + 2 -6 =0 &
2

—1+v1+288 —1+£+289 -1+17 |3
24 B 24 24 ] 3

=T =

por lo cual

2 3 2
—36a72—3a:+18:—3x12(a:—§) (x+1) :—3><3(x—§) (42 + 3).

Ademsis

194+/361-240 19++v121  19+11
12 N 12 12

622 — 192 +10=0< z =

Wl NN Ot
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5 2
Por lo que 62% — 192 + 10 = 6 (x — —) (x — —). De aqui que:

2 3
9 2 (4z + 3)
—3622 — 3z + 18 B fT3)
T B 2 5
(622 — 192 + 10)(v/92 + 19 4+ 62 + 1) 6($—§) (z_ﬁ)( 9r 4+ 19 + 6z + 1)
—9(4z + 3) —34z +3)

6(:1:—;) (V92 419 + 6z + 1) 2(:1:—;) (V92 419 + 6z + 1)

2
six # 3y entonces

o VIT+19—-62 -1 i —3(4x + 3)
lim = lim —

6x 9z + 10 32($_§)( 9:17—|—19—|-6517‘|'1)

3
8 17
-3 (§ * 3) B -3 (?) T 51

-~ /2 5 110

2(———) (VEFI9+4+1) 2(_—11) (5+5) %22(5)

3 2 6

. 1242 —-3|—-2
lim .
o——3~ 2 -9
VvV Sizr -3=>24+2x~—-1<0,
entonces : |2+ x|=-2—-2& |24+2|-3=—-2—-—2—-3=—x—5.
Como —z — 5~ —2 <0, entonces |[24+z|—3|=3—|242z|=3—-(—2—2)=5+=x.
Y, por dltimo, | |2+ z|—-3|—-2=5+z—-2=x+3.

(3)

Por lo que
|24+ 2| —3|—2 x4+ 3 1.
x2 -9 (x4 3)(z — 3) x_351x7é ) PETO T
De aqui que
242 =32 1 1 1
lim = lim = ———
z——3" x?2—9 e—-3-r—3 —3-—3 6

(4) Considere la funcién f:R — R definida por

1.6 1.4

Pruebe que f tiene al menos una raiz positiva y otra negativa.
v Vemos que:
f(0) =-1<0;
64 16 32 32 -3

)=—+—-4-1=—+4-4-1=——->0.
/12 6+4 3+ 3
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Luego entonces entre 0 y 2 existe una raiz positiva, pues f(x) es polinomial por lo que es continua en todo
intervalo, en particular en [0, 2].
Como f(—2) también es positiva (f es par) entonces y también, por el teorema del Valor Intermedio, entre
—2 & 0 hay otra raiz que tiene que ser negativa.

O

(C) TERCER PARCIAL

Determine las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva definida por la ecuacién

3 5
* +vVr2i+aoyd =4

27+ 1
en el punto (1,0).
Vv  Derivando implicitamente con respecto a x
152%(2y% + 1) — dyy’ x 32° N 2z + y° + bayly’ _
(2y* +1)? 2¢/ 22 + xyd
= [152% (2 + 1) — dyy’ x 32°)2¢/22 + 25 + (22 +3° + 5oy*y ) (2> + 1)2 =0 =
= o/ [bay(2y% + 1)? — 24ya®\/22 + 2] = =152 (2% + 1)2¢/22 + 21 — (22 + °) (20> + 1)* =

;=300 (22 4+ DV + ay — (20 4 7)(22 + 1)
Sryt(2y2 + 1)2 — 2425y /22 + xyd

0=

=Y

y valudndola en el punto (1,0),
30X M2 X 02+ DVIEE+ T X 0P — (2x 14+ 0°)(2x 02+ 1)« (—30 —2) ”
5x1x042x0241)2 24 %15 x 012 +1x 0° 0 '

Por lo que la recta tangente en el punto (1,0) es paralela al eje de las y, en cuyo caso su ecuacién es x = 1
y la de la normal es y = 0 (el eje de las x).

?/(17 0) =

O

Un anuncio publicitario tiene forma de un cilindro circular recto. Determinar la variaciéon de su volumen
en el proceso de inflado, sabiendo que la altura permanece constante.

v Sabemos que Velindro = 772h y que h es constante, por lo que la tinica variable es r = r(t).
Tenemos que
dVeilindro dr(t)
——— =27r(t)h .
dt (t) dt

dr(t)
Cdt

Conociendo 7(t) en un cierto instante y la razén de cambio del radio en dicho instante, se puede

calcular la razdon de cambio del volumen del cilindro.
O

Considere la funcién f(x) =4z — 2z — 1.

Determinar:

(a) Dominio, raices, intervalos de continuidad y asintota oblicua
v Dominio:

1 1
Df:{ate]R‘2a:—120}(:>:£2§(:>{§,+oo).
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Raices:

dr —\V2r —1=0dr=V2r -1 162’ =22 — 1 &

2+ v4—-64
32 '

Que no son reales, pues 4 — 64 < 0, luego la funcion no tiene raices.

S 1622 —20+1=0<12 =

Continuidad:
La funcién es continua en todo su dominio.

Asintota oblicua:
No tiene asintota oblicua, pues si la tuviera su pendiente deberia ser

1
fm f'(z)= lim (4— —— ) =4-0=4.
Jm f(@) miinoo( m)

Pero no existe b € R tal que
h’grn [f(z) — (4 +b)] = h’grn (4dx —2x — 1 —4x —b)
= lim (—V2x—1—-0)=0

r——+00

cualquiera que sea b, pues

lim (—v2z —1—-0) = —c0.

r——+00

Intervalos de monotonia y puntos extremos
Vv Primera derivada:

1 1 1
B)=4d— — >0 — <4V —1>-&
@) V2r —1 V2r —1 4
1 17 17 17
<:>2I—1>E<:>2I>E®$>3—2:>f($) es creciente en (3—2,—{—00)
asi como
1 1 17 1 17
f'(x) :4—7\/%7_1 <0< 5 <T<5 = f(x) es decreciente en (5,3—2)
Luego entonces,
1 1 17
()=4— —— —0ed=———— =4/ 1=132r-16=1c1=—
P =4 = NeTam1 -
asi como
2 1
f”(l’) _ [4_ (2$ . 1)—1/2]/ _ . _
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en el tnico punto critico

17 LN VRN U S U LAY A
= — = — — _— = = — - - = — 11 IMINimo O 0.
T3 T8 Ve g 4 g Wt absott

O
(c) Intervalos de concavidad
Vv Segunda derivada:
1 1
f"(z) = ——— >0paraz € (—,+oo).
(@) (22 —1)2 2
Luego la funciéon es céncava hacia arriba.
O
(d) Bosquejo grafico y rango
v La gréfica de la funcién f(x): o
f(z
15
s
i T
15 2
Rango: Ry = {§,+oo).
O

(4) El interior de un recipiente con el fondo cuadrado y abierto por arriba debe revestirse de plomo. Si el
volumen del recipiente sera de 32 [, jcuales deben ser las dimensiones del recipiente para que sea minima
la cantidad de plomo empleada? ¥ Veamos la figura correspondiente:

Debemos minimizar el drea del recipiente, es decir A = 22 + 4xy. Esto es una funcién de dos variables,
pero sabemos que el volumen del recipiente, z2y, es 32 [, por lo que

32
xzy:32:>y:—2.
x
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Y sustituyendo este valor en la expresiéon del area tenemos que la funcién que debemos minimizar, ahora
como funcién de la tnica variable z es

32 128
A(x) = 2* + 4z (—2) =2? + — =27 + 12827
x x

Calculemos sus puntos criticos:

128 128
Alr)=20—-—F=0u=—"F62’=6Msr=14
x x
2 x 128
y como A”(z) = (22 — 128272) =2+ 5— > 0, se trata de un minimo.
x
32 ,

Parax =4 & y = 6= 2 decimetros.



