CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E2200
TRIMESTRE 02-O FECHA: DICIEMBRE 18 DE 2002
HORARIO: 13:00-15:00 H

(A) PRIMER PARCIAL

(1) Si se lanza una pelota hacia arriba desde la azotea de un edificio que tiene 25 m de altura con una velocidad
inicial de 20 m/s, entonces la altura sobre el suelo ¢ segundos después serd h(t) = 25+ 20t — 5t%. ;Durante
qué intervalo de tiempo estard la pelota por lo menos 40 m arriba del suelo?

(2) Una caja con base y tapa cuadradas de lado z tiene una superficie total de 600 m?. Expresar el volumen
V de la caja como funcién de z.

(3) Dadas las funciones f(x) = vz +4, g(z) = V3 —x & h(xz) = 2% — 1, obtener: (g/h)(x), (ho f)(z) & (go
h)(z), asi como sus respectivos dominios.
(4) Dada la funcién
20+5 si —3<ax<—1
fle)=<1-2* s —1<ax<2
—1 si2<xr<4

(a) Obtener la grafica, el rango y las raices de f
(b) A partir de la grafica de f hacer un bosquejo de la grafica de la funcién

g(w) =2~ fle—1).
(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) Bosquejar la grafica de una funcién f que cumpla las condiciones siguientes:

Es continuaen R —{—-2,0,3}; f(—1)=0; f(3)=-3;
£(0) = 3; lim_ f(x) = —1; lim f(z) = +oc;
lim f(x) = ~2 lim f(r) = —1; i f(x) = 1
h’g_n flz) =2; lim f(z) = —o0.
r? 42z — 8

(2) Para la funcién f(z) = o , determinar: dominio y raices; intervalos de continuidad y tipo de
discontinuidades; asintotas verticales y horizontales; su grafica.

(3) Determinar los valores de las constantes a, b, ¢ que hacen continua en todo su dominio a la funcién

20 4+1 six <3

c six = 3;

ar+b si3<x<5;

2+2 siz>5.

fx) =

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.
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(4) La posicién instantédnea (en metros) de una particula que se mueve en linea recta, estd dada por s(t) =
t2 — 8t + 18, donde t se mide en segundos.
(a) Calcular las velocidades promedio en cada uno de los siguientes intervalos: [3,4], [3.5,4], [4,4.5] y [4,5]
(b) Utilizando la definicién de derivada, calcular la velocidad instantanea de la particula en ¢ = 4 seg.

(C) TERCER PARCIAL

(1) Dada la funcién definida por f(z) = 32°—5z3, obtener: raices, intervalos de crecimiento y de decrecimiento;
puntos criticos y su clasificacion; intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos
de inflexion y un bosquejo de la gréfica.

(2) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva 22% — 2%y + 3 = 1 en el punto P(2, —3).

(3) A un depdsito cilindrico de 5 m de radio le esta entrando agua a razén de 25 [ por segundo. Calcular la
rapidez a la que sube el nivel del agua. [Recordar que 1 [ es igual a 1 dm?.]

(4) Una pdgina ha de contener 30 cm? de texto. Los méargenes superior e inferior deben ser de 2 cm y los
laterales de 1 cm. Hallar las dimensiones de la pagina que permiten ahorrar mas papel.
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Respuestas

(A) PRIMER PARCIAL

(1) Si se lanza una pelota hacia arriba desde la azotea de un edificio que tiene 25 m de altura con una velocidad
inicial de 20 m/s, entonces la altura sobre el suelo ¢ segundos después serd h(t) = 25+ 20t — 5t%. ;Durante
qué intervalo de tiempo estard la pelota por lo menos 40 m arriba del suelo?

v Hacemos 25 + 20t — 5t2 > 40 < 5t — 20t + 15 < 0.

Como 5t? — 20t + 15 = 5(t* — 4t +3) = 5(t — 1)(t — 3),

entonces 5t> — 20t + 15 = 0 para t = 1 y también para t = 3.

Estos dos puntos dividen a la recta real en tres intervalos: (—oo, 1), (1,3) y (3, +00).

Se quiere saber cudndo 5t% — 20t + 15 = 5(t — 1)(t — 3) < 0. Es decir, cuando (¢ — 1)(t — 3) < 0.
Esto se puede saber considerando la tabla siguiente:

Signo de
Intervalos |t —1|t—3|5t* — 20t + 15
t<1(<3)| - — +
1<t<3 + - -
(1<)3<t| + + +

Luego entonces, 5t* — 20t + 15 < 0 &t € [1, 3].

O

(2) Una caja con base y tapa cuadradas de lado z tiene una superficie total de 600 m?. Expresar el volumen
V de la caja como funcién de z.

v Usamos la siguiente figura:

Sabemos que el volumen de la caja es
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y que la superficie total es

A =222 + 4ay.

600 — 22 ~ 300 — z?

2x
Si sustituimos este valor en la expresion para el volumen, lo obtendremos expresado como funcion de x

unicamente, esto es

Como A = 600 m?, tenemos que 222 + 4zy = 600 = y =

300 — z? (300 — 2?)
V=g | =" 7
’ ( 21 ) 2

Dadas las funciones f(x) = Vo + 4, g(z) = /3 — 2 & h(z) = 22 — 1, obtener: (g/h)(z), (ho f)(z) & (go

h)(z), asi como sus respectivos dominios.

v Tenemos:

Como Dy = [—4,+00), Dy, = (—00,3] & Dy = R, tenemos:
Dy ={ DD}~ { v € Du|h(z) =0}
Como Dy (D = (—00,3] (VR = (—00,3] & h(x) =0« z = +£1, entonces

D% :(_0073]_{:t1}:(_007_1)U(_171)U(173];
Dhof:{l’EDf‘f(l’)EDh}:{l’E [—4,+OO) ‘\/1’4'46 R}:[—4,+OO),
Dy ={z € Dy|h(z) e Dy} ={ze R|2°—1€(—00,3]}.

Como 2?2 —1<3 &2 <4< |x|<2&x e [-22] resulta que Dyop, = [—2,2].

(4) Dada la funcién

20 4+5 s —3 << —1;
flx)=Q1—22 si —1<ax<2;
—1 si2 <z <4,

(a) obtener su grafica, su rango y sus raices. ¥ La grafica de la funcién f(z) es:
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f(z)

Rango: Ry =[—-3,3].

Raices:

5 5
2:17+5:0(:>:B:—§esra1’zpues —3<—§§—1.

1—:172:0(:):E:4_—1:>:B:1esra1’zpues —-1<1<2.

x = —1no esraiz pues —1¢ (—1,2].

O
(b) A partir de la grafica de f(z) hacer un bosquejo de la grafica de la funcién g(z) =2 — f(x — 1).
v Tenemos que deslizar la grafica de f(x) una unidad hacia la derecha, reflejarla con respecto al eje
de las z, y, por tultimo, deslizarla hacia arriba dos unidades. De hecho, los puntos (=3, —1) (que no

)
estdn en la grafica de f), (—5,0), (—=1,3), (—=1,0) (que tampoco estédn en la grafica de f), (0, 1),
(1,0), (2,—-3), (2,—1) (no en la grafica) y (4,—1) se trasladarian sucesiva y respectivamente a los

puntos

(=3,-1) = (=2,-1) = (=2,1) — (=2,3);

(49)-(39-(3)-(39)

(—1,3) (0,3) — (0,—3) — (0,—1)
(=1,0) = (0,0) — (0,0) — (0,2);
(0,1) = (1,1) — (1,-1) — (1,1);
(1,0) = (2,0) = (2,0) — (2,2);
(2,-3) = (3,-3) = (3,3) = (3,5);
(2,-1) = 3,-1) = 3,1) = (3,3);
(4,-1) — (5,—1) — (5,1) — (5,3).

Por lo que la grafica solicitada de g(z) es:
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O
(B) SEGUNDO PARCIAL
(1) Bosquejar la grafica de una funcién f que cumpla las condiciones siguientes:
Es continuaen R —{—-2,0,3}; f(—1)=0; ) =-3;
£0) = 4 lim  f(x) = ~1 lim f() = +oo;
lim f(z) = =2; lim f(z) = -1 lim f(z) =1;
h’g_n flz) =2 lim f(z) = —o0
v Una gréfica de la funcién f(x) con esas condiciones es:
f(=)
O
y z? + 2z — 8 : - I o :
(2) Para la funcién f(r) = ——5———, determinar: dominio y rafces; intervalos de continuidad y tipo de
l’ —_—

discontinuidades; asintotas verticales y horizontales; su gréfica.
Vv Dominio:
Di={zeR|s* 440} ={2eR|(=+2)(x—-2)#0} =R — {£2}.

Raices:
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Para hallar las raices se resuelve z? + 22 — 8 = 0; como 2* + 2x — 8 = (v + 4)(z — 2), se ve que
2 4+2x —8=0%1=2& x = —4, pero como 2 ¢ Dy, la tnica raiz de f es x = —4.
Continuidades:
La funcién por ser racional es continua en su dominio, es decir, (—oo, —2) |J (—2,2) J (2, +00).
Calculamos ( y )
r+4)(r—2 x+4
I = i = I = :
L N T L S R
Pues h’mz(x +4)=2>0& h’m;(x +2) = 0F.
r—— r——2
Asintotas:
La discontinuidad en x = —2 es esencial, de hecho es infinita, y entonces la recta x = —2 es una asintota
vertical.
Analogamente
r+4 6 3
l/ — l/ _ — = —
Jm fle) =l s =1

3
por lo que la discontinuidad en x = 2 es removible, pues si se define f(2) = 3 f(z) resultaria continua en
T = 2.

Y ahora:
2 8 2 8
2?42 — 8 I2(1+;_?) 1+___2 1
lim — = lim = lim ziélx:—:l.
r—+o00 x —4 r—+o00 2( _i) r—+o00 1— =
2|1
2 x?

Entonces, la recta y = 1 es asintota horizontal

La grafica de la funcién f(z) es:
f(=)

(3) Determinar los valores de las constantes a, b, ¢ que hacen continua en todo su dominio a la funcién

20 4+1 six <3
c six = 3;
ar+b si3<z<5;
2+2 siz>5.

fx) =
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Vv Para que f sea continua en x = 3 se tiene que cumplir

lim f(x) = (3) y de aquf que
lim f(z)=64+1=7=f(3) =c= lim f(x)=3a+b.

T—3— r—3+

Por lo que ya se sabe que ¢ =7 y ademés que 3a + b =T7.
Andlogamente, para que f(z) sea continua en x = 5, tiene que ocurrir que

lirfl)qi f(x)=ba+b= f(5) = h’rslzl+ f(x) =5 +2=2T.
Luego se tienen que cumplir simultdneamente las dos ecuaciones 3a + b = 7 & 5a + b = 27 por lo que,
resolviendo tal sistema tenemos

=20=20=2a=10=2b=7-3x10=7—-30 = —23.

3a+b=7
5a +b =27

Entonces los valores de las constantes son: a =10, b= —-23 & ¢ =T.
O

(4) La posicién instantédnea (en metros) de una particula que se mueve en linea recta, estd dada por s(t) =
t2 — 8t + 18, donde t se mide en segundos.
(a) Calcular las velocidades promedio en cada uno de los siguientes intervalos: [3,4], [3.5,4], [4,4.5] & [4,5]
v Calculamos:

 s(4)—s(3)  16—32+ 18— (9 — 24+ 18)
4 N = = = —1
[37 ] v 4 _3 1 9
35.4] 5 s(4) —s(3.5) 2—(3.52—8-35+18) 2—(12.25 — 28+ 18)
' 4—-35 0.5 0.5
2—225 —=0.25
= = = —0.5;
0.5 0.5 ’
 s(45)—s(4) 452 —8.-45+18—2 2025—36+16  0.25
48]0 ==y 0.5 0.5 0.5 ’
_ s(B)—s(4) 52—8-5+18—2 25—40+16
4,5 10 = — — — 1.
48]0 = =5 1 1

O
(b) Utilizando la definicién de derivada, calcular la velocidad instantanea de la particula en t = 4 segundos.
Vv Por definicion:

s(t) — s(4) :limt2_8t+18_2 _

UM)Z%E f—4 tod r—4

2 Y

t—4 t—4 t—4 t—4
zll’m(t—él):
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(C) TERCER PARCIAL

(1) Dada la funcién definida por f(z) = 32°—523, obtener: raices, intervalos de crecimiento y de decrecimiento;
puntos criticos y su clasificacion; intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos
de inflexion y un bosquejo de la gréfica.

v Calculemos las raices:

32° =52 =1*(32° = 5) =0 2° =032 -5 =01r=0 & 2° =

W] Ot

=

5
<:>17:0;|17|:\/;®$:0&$%i1.2909944.

Que son las raices de f, y que concuerdan con el hecho de que f(x) es impar.
Para determinar los intervalos de crecimiento se deriva f
fl(x) = 152" — 1522 = 152%(2* = 1) =0 2 =0;2° —1 =0 &
sr=0+)(z-1)=02=0& z=+1.
Estos tres puntos criticos —1,0 & 1 dividen a la recta en cuatro intervalos donde la derivada tiene los
siguientes valores:
Eligiendo arbitrariamente +2 € (—oo,—1)J(1,+00) se tiene que f'(£2) > 0 = f(x) es creciente en
(—o0,—1) y en (1, +00).
Analogamente, eligiendo i% € (—1,0)J(0,1) se ve que f' (i—%) < 0= f(x) es decreciente en (—1,0) y
en (0,1).
Como en z = —1, la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente. Luego entonces,
[—1, F(=1)) = [<1,3(=1)° = 5(=1)*] = (=1, =3 +5) = (~1,2)
es un maximo relativo. Ademas, por ser f(z) impar, el punto (1, —2) es un minimo relativo.
Siendo f(x) decreciente en (—1,0) y en (0,1), en (0,0) la funcién no tiene valor extremo.

Concavidad:
Para la concavidad se deriva nuevamente

1
f"(x) =602° — 30z =30x(22* —1) =0 r=0& x = i—ﬁ ~ £0.7071067.

Se determina el signo de la segunda derivada en los cuatro intervalos donde la segunda derivada no es cero.
1 1
En [ —oo,———= |, eligiendo —1 € | —o00, ——= | se tiene que f”(—1) < 0, luego f(x) dirige su concavidad
( \/5) g ( \/5) que (1) go f(x) dirig
1
V2

hacia abajo en | —oo, —

,—I—oo) la dirige hacia arriba, pues f(z) es impar.

1
V2
E(lo) 16(10) f”(1)>01 () diri idad hacia arrib
n(——0]J, —= ——, 0, —— , luego f(x) dirige su concavidad hacia arriba en
)2 s U 2 : ’

V2

1
Y en cambio la dirige hacia abajo en (0, —), pues f(z) es impar.
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Puntos de inflexién:
Los tres puntos

() ()]

f(z)

1 1
|i_ ﬁ) f [ 2 7
1
= ( ﬁ7 —0.5303301 + 1. 767767) (—0.7071067, 1.2374369);
0, f(0)] = (0,0) y también
1 1

—. f | —= | = (0.7071067, —1.2374369

7 (ﬂ)] | )
son de inflexién.
Con toda la informacién obtenida, conociendo que f(z) y f”(z) son impares y que f'(z) es par, asf como
que las tres son continuas en todo R, la grafica de la funcién f(x) queda de la siguiente manera

2%y + 3% = 1 en el punto P(2, —3)

(2) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva 2x

¥ Derivando implicitamente con respecto a x se tiene que
62% — 22y — 2%y’ + 3y*y’ = 0.

Transponiendo términos y factorizando y’ queda
'(3y* — 2?%) = 22y — 622

Por lo que la pendiente de la tangente a la curva en cualquier punto es

) 2ry — 62>
3y2 — 32
En particular en el punto P es
2(2)(=3) —6(2)> -12-24 36
27 —4 237

R T E
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por fin la ecuacién de la recta tangente en P es

36 36 72— 69
P (23) = — ) =y = D Y
Y- () == >y = ot 2,
,_ 36 .3
Y =737 o3

O
A un depésito cilindrico de 5 m de radio le esta entrando agua a razén de 25 [ por segundo. Calcular la
rapidez a la que sube el nivel del agua. [Recordar que 1 [ es igual a 1 dm?.]

¥ Recordar también que 5 m = 50 dm, luego el volumen del agua es
1

2 2
V =nr°h =50"th = h = 5027TV.
dh(t 1 dV
Derivando con respecto al tiempo: d(t ) = t0er dt pero, como i 25 dmg/s, entonces:
dh(t) 1 1
—— = 25dm/s = ————— dm/s = d
ar ~ 0rs 20 /S = g s s /5= Tangy A/

que es la rapidez a la que sube el agua.
O

Una péagina ha de contener 30 cm? de texto. Los mérgenes superior e inferior deben ser de 2 cm y los
laterales de 1 cm. Hallar las dimensiones de la pagina que permiten ahorrar mas papel.

v Hagamos un croquis con el tamano de la pagina y los datos

2cm

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

2cm

Se sabe que zy = 30 cm?.
Se quiere minimizar el drea de la pagina de papel, esto es: A = (z + 2)(y + 4).
Entonces, el area es una funcion de dos variables, x, y.
30 . L , L.
Pero como zy = 30 = y = —, sustituyendo este valor en la expresion para el area de la pagina, queda

como funcién de la tnica variable z, a saber:
30 60
A(z) = (v +2) (——|—4> =30 + 4z + — + 8 = 4w + 60z~ + 38.
x x
Para hallar los puntos criticos se deriva

60 60
Allr)=4-5=0e4=—S s’ =15&|z|=VI5
X
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Por lo que
z =/15;
30 30V15
SRV AT
" —2\7/ 120 PN
Como A”(x) = (4 — 60z~ =)' = — > 0, se trata, en efecto, de un minimo.

3



