CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E2400

(A) PRIMER PARCIAL

1 1
> .
20 —3 7 |z + 1]

(1)

(2) Sean las funciones
1
=+v1-3 = —
J@) =v1=3wyg(r) = —
(a) Encuentre Dy y D,
(b) Encuentre go fy fog y sus dominios respectivos
(3) Sea la funcién
2024+ —1 si —2<x<0
flx)=<3 si0<z<2
—3r—+1 si2<x<4
(a) Proporcionar el dominio de la funcién, el rango, sus raices y su paridad
(b) Hacer un bosquejo de la grafica

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) Sea la funcién
—r+3 six<-—1
flx)=Rar?*+b si —1<ax<2
—1 si2<ux

(a) Encontrar los valores de a y b para que la funcién sea continua en todo punto
(b) Graficar la funcién con los valores encontrados

4-Vit D
(2) lfm —— YT T2

=1 g2 -1
5%
3) lim ——.
( ) T——00 \/m
(4) Sea la funcién
2%+ 32?
I

f(z)

Encontrar el dominio y las raices; clasificar sus discontinuidades, encontrar sus asintotas verticales y
horizontales; ademas, hacer un bosquejo de la grafica.

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.
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(C) TERCER PARCIAL

. x?—1
(1) Sea la funcién f(z) = p
(a) Encuentre los puntos criticos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento
(b) Encuentre los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad
(c) Encuentre las asintotas verticales y horizontales

(d) Haga un bosquejo de la grafica

(2) Una ventana presenta forma de un rectangulo coronado por un semicirculo. Encuentre las dimensiones de
la ventana con area maxima, si su perimetro es de 10 metros.

(3) Determine la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién definida implicitamente por
2 —ary+yt =1
en el punto (1,1).
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Respuestas

(A) PRIMER PARCIAL

1 1

1 > .
(1) 20 —3 7 |z + 1]

v Suponiendo que x 4+ 1 # 0 (es decir, que x # —1), se tiene que |z + 1| > 0 y entonces

1 1 e +1]
20 —3 ~ |z + 1| 20 —3 —

Para eliminar el valor absoluto se considera que

r+1 siz+1>0 r+1 six > —1;
|z +1]| = , = .
—(z+1) siz+1<0 —(r+1) siz< -1

Como puede suceder que z + 1 > 0 o bien que z + 1 < 0, se separa el analisis en 2 casos:

(a) Siz < —1,entoncest+1<0& |x+1|=—(z+ 1), por lo cual
|z + 1| —(z+1) —(z+1)— (22 —3)
— 2>l ——-120& >0&
20 —3 20 — 3 - 20 — 3 -
—r—1—2x+3 —3x + 2
>0 ——— >0«
20 — 3 - 20 —3
—3r+2>0 vy 20 —3>0 o bien —3r+2<0 y 2x—3<0;
—3r>-2 vy 2 > 3 o bien —3xr < =2 y 2x < 3;
<2 > bi >2 <3-
T3 y T >3 o bien x y T <5
2 3 3 2
(=3l (Gm) oven (= é)”{ﬁ’ <)
2 3
2 3
3'2)°
2 3 .
Se ha llegadoaque§§$<§,pero bajo el supuesto de que z < —1.
3
Se debe considerar entonces a los R tales que x < —1 y que 3 <z< 3 Se puede notar que tales

nimeros reales x no existen.
Por lo tanto, en este caso el conjunto solucién es vacio ().
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(b) Si x > —1, entonces x +1 > 0y ademas |z + 1| = x + 1, por lo cual

|z +1] r+1 x4+ 1— (22 —3)
>1e -1>0« >0&
20 —3 20 — 3 - 20 — 3 -
1—-2 — 4
T+ $+320<:> T+ >0e
20 — 3 20 — 3
—rx4+4>0 vy 20 —3>0 o bien —r+4<0 y 2x—3<0;
—r>—-4 y 2z >3 o bien —r < —4 y 2x < 3;
3 ) 3
r <4 y I>§ o bien r >4 y I<§;

(—00. 4] (g,+oo) o bien (—oo, g) 4, +00)

TR

3
Se ha llegado a que 3 < x < 4, pero bajo el supuesto de que x > —1.
3
Se debe considerar entonces a los € R tales que x > —1 y que 3 < x < 4. Se observa que tales

, , . 3
nimeros reales x son los que estan en el intervalo (5, 41.

3
Por lo tanto, en este caso el conjunto solucion es el intervalo 27 4].
Debido a que puede suceder que x < —1 o bien que z > —1, el conjunto solucion de la desigualdad original
3 3
es la union de los conjuntos solucion parciales @ y 37 4] . La unién da como resultado el intervalo (5, 4] .

Por lo tanto, el conjunto solucion C'S de la desigualdad original es

3
es— (24].

(2) Sean las funciones
1

f(z):\/1—3$&g($):$—H.

(a) Encuentre ambos dominios
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v El dominio de la funcién f(z) es:

Di={zeR|f@)eR}={zeR|VI-3reR}=
—{zeR|1-32>0}={zeR|1>3z} =

~{eerlog )= (=g

El dominio de la funcién g(x) es:

Dg:{xeR‘g(z)ER}:{zeR‘zlﬁeR}:

={zeR|z+1#0}={zeR|z# -1} =R -{-1}.

(b) Encuentre go f & f o g; encuentre ambos dominios
Vv La funciéon f compuesta con g es

(g0 F)(x) = g[f ()] = g[vT—32] = ﬁ

El dominio de la funcion go f es

Dys={z€R|(gof)w)e R} ={ze R|g[f(x)] e R} =
:{IER‘[EEnyf({E)EDg}:

1
:{xe R ‘zggy\/l—&r;«é—l}.
Por ser y/1 — 3z la raiz positiva de (1 — 3z), siempre sera diferente de —1, por lo cual

1 1
Dgof:{:vE]R‘xgg}:(—oo,g].

La funcién g compuesta con f es

(fog)(x):f[g(x)]:f(x_ll_l) :\/1—3(9341-1) _
S AR e

El dominio de la funcion f o g es

Dpog={r e R[(fog)w) e R} ={reR|flg) e R} =
Z{:BE]R}:BEDgyg(x)eDf}:
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2—x 2—x

Ahora bien, & 1 < 0 que se cumple cuando
x

3z+1) —
2—x2>0 y r+1<0 obien 2—2<0 y r+1>0;
r <2 y r<—1 o bien x> 2 y x> —1;
r < —1 o bien x> 2
(_007_1) U [2>+OO
Entonces

(3) Sea la funcién
202 +x—1 si —2<x<0;
flx)=<3 si0<ux<2;
—3r—+1 si2<ax <4,

(a) Proporcionar el dominio de la funcién, sus raices y su paridad.
Vv La funcion f estd definida para —2 <z < 0,0 <z <2 & 2 <z <4, por lo cual su dominio es

Dy = [_2> 0) U [0> 2) U [2>4] = [_2>4] )
Dy =[-2,4].

Raices:
Para z € [—2,0) se tiene que f(x) = 22% + z — 1 es una funcién cuadratica, cuya gréfica es una

parabola vertical que se abre hacia arriba a partir de su vértice

1 9
V(h, k) = (_Z’ _§)’ cuya abscisa se encuentra en el intervalo [—2,0).

Las raices de esta parabola cumplen

~1+V1+8 -1+3

208 +r—1=0&2= 1 1 , de donde
-14+3 2 1 -1-3 -4
=Ty 129" Ty 1

1
pero ry = 3 no estd en el intervalo [—2,0).

Para = € [0,2) se tiene que f(x) = 3 es una funcién constante, cuya grafica es un segmento de la
recta horizontal y = 3.

Para x € [2,4] se tiene que f(z) = —3x + 1 es una funcién lineal cuya gréfica es un segmento de la
recta y = —3x + 1.
Paridad:

La funcién f(x) no es par, ni impar.

(b) Hacer un bosquejo de la grafica. Proporcione el rango de la funcién
v Un bosquejo de la grafica de la funcién f(x) es:



EVALUACION GLOBAL E2400

f(z)
---------- 5
3 ©
2 4 .
-2 -IN_] _; i

R

9
Rango: Ry =[—11,-5] (_§’5]'

(B) SEGUNDO PARCIAL
(1) Sea la funcién
—x+3 siz<—1;
fl(x)=<ar?+b si —1<z<2;
—1 si 2 < x.

(a) Encontrar los valores de a, b para que la funcién sea continua en todo punto.
Vv Por ser polinomios son continuas las funciones:

fi(x) = —x + 3 para x € (—o0, —1];
fo(z) = ax® +bparax € (—1,2] y
fs(x) = —1 para = € (2, +00).

Solo falta asegurar la continuidad en oz = =1y en o = 2.
Para z = —1 se tiene
lm_f(z) = lim (~x+3) = —(~1) +3=4,
r——1" Tr——
hm+ f(z) = h’ml(a:lt2 +b)=a(-1)*+b=a+b, y ademés
r——1 T—
lim f(z)= lim f(z)&4=a+0.
r——1" r——1T1

Para x = 2 se tiene

h’rglif(a:) (a:v +b) =a(2)*+b=4a +0,
gﬂliga+ f(z) = m_>2( 1) = —1, y ademds
lim f(z) = lim f(z) & 4da+b=—
T—27 z—2F
Entonces, las constantes a, b deben cumplir con las ecuaciones a +b =4 & 4a + b =
—a—b=—-4
a+b=4 ~d4a+b=-1
da+b=—-1 5
da = —5 = a=—z;
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5 5 17 17
b=4=b=4—-—a=4—|—=|=4+-=—=b=—.
a—+ a ( 3) +3 3 3
. ) 17 .
Con los valores obtenidos a = —3 & b= 3 se tiene que
lim f(r) = 4= F(~1) y que lim f(z) = ~1 = f(2)

lo que asegura la continuidad de f en x = —1 y en z = 2. Luego entonces,

—x+3 six < —1;

5 17
flz) = —§x2+§ si—1<az<2
—1 six > 2,

es una funcién continua en todo su dominio Dy = R.

(b) Graficar la funcién con los valores encontrados
v Un bosquejo de la grafica de f(z) es el siguiente:
f(z)

, 44—~z +15
l’ p—

r—1

v Tenemos que

I 4—+x+15 I (4—\/£E—|—15 4—|-\/£17—|-15>
fim ————— = lim

a—1  x2—1 o—1 x?2—1 . 44+ +x+15
— lm 16 — (z + 15) Y (1—x) B
=l (22— 1A+ Ve +15) o=l (z—1D(z+ 14+ +15)
—(z—1)

= lim

el (z — D)z + )4+ vz +15)

si x # 1, entonces cancelamos (z — 1) y obtenemos

-1 -1 -1 1
o=l (z+1)(4++vVor+15) (1+1D)4+V/1+15) 24+4) 16
Luego entonces,
I 4—+x+15 1
m—=——

=1 22—1 16
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5
(3) lim ——o .
z——00 \/x? + 4

v Vemos que

= lim
{E—> oo 1/1»2 T——00
ﬁ
= hm _— = hm
vVazy/1 —I— — |a:| \/
= lim = lim = —b.
T——00 T——00 \/_
—x4/1 —l— — 1+ —2
T
Luego entonces,
5
fm ——2  — _5.

z——00 /3% 4+ 4

(4) Sea la funcién
z% + 322
Ha)=——7

Encontrar el dominio y las raices; clasificar sus discontinuidades, encontrar sus asintotas verticales y
horizontales; ademas, hacer un bosquejo de la grafica.

Vv Dominio:
Por ser f(x) una funcién racional, su dominio es:

Di=R —{z|s’—2*=0} =R —{z|a’(zx—1)=0} =R —{0,1}.

Raices:
fz)=0&2°+32° =0 2*(x +3) = 0= 2 = 0 asi como también z = —3.
Pero como z =0 ¢ Dy, sélo x = —3 es raiz.
Discontinuidades:
Por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio Dy = R — {0,1}, por lo que f es

discontinua en x =0 y en x = 1.
Para averiguar los tipos de discontinuidades calculamos
34322 a:z(:c+3)_l, x4+ 3 3

@) = s e T ey T T

Por lo cual f tiene en = 0 una discontinuidad removible o evitable.

lim f(z) = $+3

r—1 m—>1 x — 1

=7

(a) Cuando z — 17, sucede que v +3 — 4y que x — 1 — 0 con valores negativos, por lo tanto
T+ 3

r—1

— —00; entonces, h’r{{ f(z) = —oc.
r—
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x
(b) Cuando x — 17, sucede que 2+3 — 4y que z—1 — 0 con valores positivos, por lo tanto
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entonces, lim f(z) = +oo.
z—17F

Por lo cual, f tiene en x
Asintotas:

Asintotas verticales
Debido a que lim f(x)

r—1~

= 1 una discontinuidad esencial o, mas aiin, una discontinuidad infinita.

— +0Q;

= —00 y a que h’m+ f(z) = 400, se puede afirmar que la recta x = 1 es una
r—1

asintota vertical de la funcion f. Ademads es la unica.

Asintotas horizontales

Vemos que h’grn f(z) =

3 3
23 1 32 (14 =) 1+-
lim ——— = lim ———{ = lim —F=-=1
r——+oo I° — T r——+00 .1'3(1 __) r——+00 1_ -
xr xXr

Entonces, la recta y = 1 es una asintota horizontal y es la tnica ya que lim f(z) = 1.

El bosquejo de la grafica

1.2

(1) Sea la funcién f(z) =

de la funcién f(x) es el siguiente:

f(x)

|
w
|
w
(RS R P,

(C) TERCER PARCIAL

-1

3

(a) Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los puntos criticos
v Calculamos la derivada:

A U S B

f(z) = = =1 -2 =

= flla)=—-a22+3r =—S 4+ — =

3 z a3

2 gzt 4 T4
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Debido a que z* > 0 para z # 0, se tiene que

flz)>0e3-2>0s’<3s |z <(V3)?e|z|<V3e
& —V3 <z <V3conx#0;
fla)<0e3-’<ie?>3e|z?> (V3 ez >V3e
& 1< —V/3 0 bien z > V/3;
fll2)=0&3-2"=0=21"=3«
& 2 =—+/3 0 bien z = V3.

Por lo tanto,
La funcién f(x) es estrictamente creciente en el intervalo (—\/g, 0) y en (0, \/§)
La funcién f(x) es estrictamente decreciente en el intervalo (—oo, _\/§) y en (\/g, +oo).
Puntos criticos:
La funcién f(x) tiene puntos criticos en z = —v/3 y en z = /3.
Ademads por el criterio de la primera derivada:
e La funcién f(z) tiene en z = —+/3 un minimo local estricto

f(_\/g):(—\@)?—l_s—l 2

—(31/2)3 = 32 32 ~ —0.3849001

ya que f decrece antes de © = —/3 y crece después de z = —+/3.
e La funcién f(z) tiene en z = v/3 un maximo local estricto, f(v/3) = 0.3849001 ya que f crece
antes de = /3 y decrece después de z = /3.
Todo ello concuerda con el hecho de que f(z) es impar.
O
Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion
v Calculamos la segunda derivada

12 2 —12427 2?12
xd a3 x5 s

La funcién f(x) es céncava hacia arriba cuando f”(x) > 0, esto es

202 —12 <0 y 2’ <0 obien 222 -12>0 y z°>0;
22 <6 y x <0 o bien 22 >6 y x>0

|z < (V6)?2 v r<0 obien |z|°> (V6?2 y x>0;
2| < V6 y x <0 o bien lz|>v6 y x> 0;

—V6<2x<V6 y z <0 o bien I>\/6;

—V6 <2 <0 obien x> /6.
(—f6, 0) | (\/6, +oo) ~ (—2.4494897, 0) | (2.4494897, +oc) .
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La funcién f(x) es céncava hacia abajo cuando f”(z) < 0, esto es

202 —12<0 vy x>0 o bien 202 — 12> 0 y 2 <0;
22 <6 y x>0 o bien 22> 6 y <0
x| < (V6)2 v x>0 o bien |z > > (V6)? y o <0
2| < V6 y x>0 o bien 2| > V6 y oz <0;
—V6 <z <6 y x>0 o bien x> /6 0 bien z < —v6 y oz <0
0<z<+v6 obien :17<—\/6;
0v5) U (“o0,—V).
La funcién f(x) tiene cambios de concavidad en z = —v/6, 2 = 0 y en x = v/6; pero sélo es continua

en z = —/6 y en = v/6; de hecho f”(x) no existe en z = 0.
Puntos de inflexién

Entonces la funcién f(z) tiene puntos de inflexién en z = —v/6 y en z = /6.
O
(c¢) Encuentre las asintotas verticales y horizontales
Vv Asintotas:
Verticales. )
l’ —
La funcién f(x) = -— es continua en toda la recta real, excepto en z = 0.
x
Ademas:
Cuando z — 07, sucede que (2 —1) — —1 y que 2®> — 0 con valores negativos. Por lo que:
o2 —1
lim 57— = +00.
z—0~ X
Cuando z — 07, sucede que (z? — 1) — —1 y que 2® — 0 con valores positivos. Por lo que:
., 2?2 —1
lim = —00.
a—0t a3
Luego entonces, la recta x = 0 es una asintota vertical y es la tnica.
Horizontales.
Ahora bien,
2
v —1 1 1
lim f(z)= lim = lim (—-—— ) =0,
T——00 f( ) T——00 1’3 T——00 (1’ 1’3)
ademas de que
Ii =0.
Jim f(z)
Por lo tanto, la recta y = 0 es la tinica asintota horizontal.
O

(d) Haga un bosquejo de la grafica
v La gréfica de la funcién f(x) es:
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f(z)

13

O

(2) Una ventana presenta forma de un rectdngulo coronado por un semicirculo. Encuentre las dimensiones de

la ventana con area maxima, si su perimetro es de 10 metros.

Vv Sean x >0 & y > 0 en metros las dimensiones de la parte
siguiente:

rectangular de la ventana. Sea su figura la

Si A es el area y P es el perimetro de la ventana, entonces

1
A:xy+§7rr2&P:x+2y+7rr.

Pero, debido a que r = g y a que P = 10:

A::By%—z -

2\2

(—)2 &10=x+2y+w(5);

2

A:xy+gx2&10:x<1+g)—l—2y.

Es decir, tenemos una funciéon [A =xy + gxz} y una ecuacién [[L’ (1 + g) + 2y = 10} .
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De la ecuacion despejamos la variable y para luego sustituirla en la funcién A.
1
(1+g)x+2y=10¢2y=10—(1+g)x:¢F=§P0—(1+g)4::

10 1 /247 2+7
=5 73 T=Y=95— T.

2 2 4

sustituyendo ahora en A:

2 2
A(a:)zzcy%—zzczza:(\%— +7Ta:) R B e B

8 4 8 4 8
2 2
= gzz—%zz%—&cz (g— ZW) 2?4 5r =
—2(2 —4-2
_T22H M) gy T A2
8 8
-1 —4 4
= 7TT:ztz—|—5a::>A(:E) :—W;_ 2% + br;
ésa es la funcién a maximizar.
4 4
Al(z) = —”; (22) + 5= —”Z £+ 5:
4 4 20
I s P S S N Y .
T+ 4
. . 20
Entonces, A(x) tiene un punto critico en r;y = ——.
T+ 4
4 4
Al(x) = T r+5=A"(x)= —Wl_ para cada z =
4
#A%%):_”Z = A"(z,) < 0.
: i : 20 . .
A(z) tiene un maximo local estricto en z; = p——— luego entonces el drea A de la ventana es méaxima
T

20
cuando x = —— m y cuando
44

24w (72 20\ _._5(r+2) _
y A A T +4 r+4

(1 T+ 2 _s T+4—7m—2 _s 2 100z
B T+4) T+ 4 S \7m+4) m+4 27
20 10
es decir, cuando x = ) y cuando y = ) metros.

Determine la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funciéon definida implicitamente por

2 —ary+yt =1

en el punto (1,1).
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¥ Derivando con respecto a x se obtiene
d d

z? — —

dz dz

3 /1 1
=2r— |z2 (= )y 2
2
3

(x

2 (d 11 d
:>2x—x—1(—y — —r2y2 + 2y (_y):
2 d 3
2 11
= 2y—$—1 —y:—x2y2—2x:>
Y
4 ; ; d 3
2 — g2 11
= Y lz —y:—x2y2—2x:>
d 2 ; 3 242 4 3 ; 4 ;
2 €r2y2 — 4x T2y — 4xy?2
= % =3 yg T
4y2 — 2 4y2 —x2
dy _ 3yVi— 4z j
dr 4y y —x\/x
Valuandoen x =1y en y = 1,
dy C3(1) —4(1) -1
Luego entonces,
. 1 .,
la pendiente de la recta tangente es m= —3 y la ecuacién de la recta tangente es

4

1 1 1 1
—l=——(@-1)=y=—a+-+1l=y=—a+-.
Y 3(1: )=y 3x+3+ Y 3:E+3



