CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E2500

(A) PRIMER PARCIAL

2 3
(1) = =5 < —+2.
T T
(2) |22 —3| > 12— 3z]|.

(3) Un pedazo de cable de 10 m es cortado en dos trozos de longitudes x & 10 — x. El primero se dobla en
forma circular y el segundo en forma de cuadrado. Exprese la suma de las areas del cuadrado y el circulo
por medio de una funcién f de x.

(4) Sea
T +5 six < —5;
flz) =425 —22 =i |x| <5
5—x si x> b.
Obtenga las raices, un esbozo de la grafica y el rango de f. Diga si la funcién es par, impar o ninguna de
las dos.

(5) Sean f(z)=vz2—1 &g(x)=+V1—=x
(a) Determine los dominios de f y g
(b) Obtenga la regla de correspondencia de la funcién h(z) = [f(2)]* + [g(2?)]?
(c) Obtenga la regla de correspondencia de g/f y su dominio
(d) Obtenga la regla de correspondencia de f o g y su dominio

(B) SEGUNDO PARCIAL
3+ 8
m ——-:.
e—-2 32+ 51 + 6
2|~

®

(1)

» 42% — 8z
(3) Para la funcién f(z) = 1
(a) Determine su dominio y raices
(b) Clasifique sus puntos de discontinuidad
(c) Encuentre las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales
(d) Haga un esbozo de la gréifica empleando la informacién obtenida en los incisos anteriores

(4) Sea

, realice lo siguiente:

c six < —3;

9 — 22
= 2" G _3<r<3
TO=\i"ve

d sixz > 3.
Encuentre los valores de ¢, d que hacen continua la funcion con esas caracteristicas, en todo R.
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(5) Verifique que la ecuacién 2 + x — 1 = 0 tiene una raiz entre 0 y 1. Proporcione un intervalo de longitud
1/4 que contenga dicha raiz.

(C) TERCER PARCIAL

(1) Verifique que las graficas de las ecuaciones
20+ =6 & yP = 4x
en los puntos de corte, presenten tangentes perpendiculares entre si.

(2) Obtenga la derivada de la funcién dada y simplifiquela
2 1 10 1 10
(0) fla) = 2D 21

(b) g(z) =222z + 1)*(2z + 3)°

(3) Para la funcién f(z) = 3z° + 5z, determine:

(a) Las raices

(b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento
(c) Méaximos y minimos relativos
(d)
(e)

Los intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo
e) Puntos de inflexién
(f) La gréfica

(4) Se desea construir un recipiente cilindrico de metal sin tapa que tenga una capacidad de un metro cibico.
Encuentre las dimensiones que debe tener para que la cantidad de material sea minima (ignore el espesor
del material y lo que se desperdicia en la construccién).
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Respuestas
(A) PRIMER PARCIAL
2 3
(1) — =5 < —+2.
x x
Vv Transponiendo términos
2 3
——5-=—-2<0
x x
Efectuando las operaciones indicadas
2—b5r—3—-2z Tr+1 Tr+1
<0& — <0& > 0.
x
Esta ultima desigualdad se cumple si
Ttr4+1>0 y x>0 obien Tr+1<0 y  x<0;
Tr>-1 y x>0 o bien Tr < —1 y  x<0;
1 1
r>—= vy x>0 o bien ZE<—? y  x<0;
1 1
x € —?,—I—oo y 1z € (0,400) obien =z € —00, 7 y x€(—00,0);
1 1 1
v €| +0o | (0, +00) = (0,+00) o bien =z € | —oo, — N (—00,0) = (—oo, —?) .
Por lo que el conjunto solucion es
1
CS = (—oo, —?) U (0, 4+00)
1
—= 0
7
Para confirmar, utilizando valores de x = —1 y de x = 1 que si estan en el conjunto solucién, y sustituyendo
en la desigualdad propuesta se obtiene
2 3
—1—5< —1+2<:>—2—5<—3+2<:>—7<—1;
2 3
I—5<I+2<:>2—5<3+2<:>—3<5;
que son sendas identidades.
En cambio, es claro que = = 0 no pertenece al conjunto solucién, y para x = —= se tiene

1

2 3
— —H<—F+2& -14-5<-21+2 —19 < 19,
o7 T

lo cual no se cumple.
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2) |20 —3| > |2 3z].

2
Vv La desigualdad se cumple si x = 3 pues el segundo miembro es 0.

Siz%%,
2x — 3 20 — 3
|2$—3|2|2—3$|@ﬁ21@‘2_355 >1&
2xr — 3 20 — 3
R = T
—-1> o bien <0«
2:5—52’):?2):5%—3:5;0 o bien %:E_—?)%—_II—_Q—_3$<O®
2_35%5—5_ —17—21_355 -
@255__31:5i2 ob?en ?E;%I_O(@
o gy =0 oblen gTar =0

Vamos a resolver las desigualdades por separado

(a) La primera: ; —— >0 se cumple cuando

— 9T

r—1>0 yv 2—-3xr>0 obien z—-1<0 y 2-3x<0;

r>1 y 2>3z obien z<1 y 2 < 3x;
2 . 2
r>1 vy I<§ obien z<1 y x> -
2 2
(—oo,g) N[1,+o0) o bien (—o0, 11N (g,—l—oo);
2
xe o bien IE(g,l].

1
(b) La segunda: ; il > 0 se cumple cuando

— 9T

r+1>0 yv 2—3x>0 obien 2z4+1<0 y 2-—3x<0;

r>-1 'y 2>3z o bien 1z < -1 y 2 < 3x;
2 i 2
r>—-1 vy I<§ o bien 1z < -1 y I>§;
2 2
(—oo, §) N [—1,+o0) o bien (—o0,—1]N (g, +oo) :
2
x € {—1, §) o bien x e .

Luego el conjunto solucién es

CS = {—1,§)U(§,1]U{§}:[—1,1].
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Si, por ejemplo, z = 2, la desigualdad no se cumple pues |4 — 3| # |2 - 6.

Un pedazo de cable de 10 m es cortado en dos trozos de longitudes x & 10 — z. EIl primero se dobla en
forma circular y el segundo en forma de cuadrado. Exprese la suma de las areas del cuadrado y el circulo
por medio de una funcién f de x.

Vv Se sabe que la longitud de una circunferencia de radio r es 27r; como 27r = ¢ < r = 21 y €como
i
2 2
el drea del circulo es A, = 71 = W% =1 si el lado de un cuadrado es [, su perimetro es 4/ y como
T T
10 — 10 — x)?
41 = 10 — x, entonces, | = z y el drea del cuadrado es Ag = [? = %
Por lo tanto, la suma de las dos areas es
2?2 (10 — x)?
A=A, +Agp= —+ —-—.
M T T
O
Sea
T+5 six < —5;
flx) =<9 v25 —a? si|x| <5
5—x si x> b.

Obtenga las raices, un esbozo de la grafica y el rango de f. Diga si la funcién es par, impar o ninguna de

las dos.

¥ Raices:

r+5=0<x= -5 pero f(z) =x+ 5 sélo si x < —b.

V25 —22=025-2=0&2=2"<5=|r| < =45

Que son raices de la funcion.

De la misma forma, 5 —x = 0 < o = 5, pero f(x) =5 — z sbélo si x > 5, luego las tnicas raices son

r = 5.

La grafica de f(x) es la siguiente
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f(=)

Como
y=vV2Hh -2y =206-1"e1°+y =25 (z-0)*+ (y — 0)* = 5%,
en el intervalo [—5, 5] la grafica de f(z) es la semicircunferencia superior con centro en el origen y radio 5.

En (—oo, —5) y en (5, +00) la gréfica de f son porciones de las rectas y = x+5 & y = —z+5 de pendiente
1 & — 1 respectivamente, y ordenada al origen 5.

Asi se ve que el rango es

Ry = (—o00,5].
0]
(5) Sean
flo) = Va2 -1 & g(z) =V1-=.
(a) Determine sus dominios
Vv Dominios:
Di={zeR|2*-1>20} yDy={zeR|1l-2>0}.
Pero como
P?-1>0e2’>1e|z|>1leor>lobimr< -1&1—-2>0& 1>,
se tiene que
Dy = (=00, 1] J[1,+00) = R = (=1,1) & D, = (—00,1].
0]
(b) Obtenga la regla de correspondencia de la funcién: h(z) = [f(z)]? + [g(z?)]?
Vv Tenemos
he)=(Va22 =124+ (V1—a2)?=2—1+1—22=0.
0]

(c) Obtenga la regla de correspondencia de % y su dominio.

v Regla de correspondencia:

9\, _9@) Vi-z | —(@-1) -1
(f)(z) \/(

r+1)(z—1) r+1°

f(z) 2 —1
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Dominio:
Dg/f:Dmeg_{‘TEDf‘f(I):O}-
Pero como
Dy () Dy = |(=o0, =1 |J 1, +00)| () (=00,1] = (=00, ~1] | J{1},
entonces,
fa)=0er*-1=0er’=1le|r|=1cr==+1=

= Dy = (=00, 1] | J{1} = {£1} = (~00,-1).

(d) Obtenga la regla de correspondencia de f o g y su dominio
v Regla de correspondencia:

(fog)z) = flg@)] = fV1—-a] =/ (VI-2)?—1=VI-z—1=V-u

Dominio:
Dyog = {z € D,|glx)eDs} = {:EE (—00, 1] [VI—z e (—oo,—l]U[1,+oo)}.
Y, mientras que no es posible que /1 —z < —1,
sf puede ser que /1 —2>1<1—2> 1< 2 <0, luego entonces:
Doy ={x € (—00,1] |2 <0} = (—00,0].

(B) SEGUNDO PARCIAL
. 3+ 8
lm ——m——.
e—=2 22 + bx + 6
Vv Tenemos que

(1)

48 a2t 42 (2@ —224+4)
22+5r+6 (z+2)(x+3) (v+2)(z+3)
2 _2x+4
Zw,six—l—27€0,esdecir,six7&—2.
T+ 3
Luego entonces,
, 3+ 8 2P —2x+4 A4+444 12
lim —— = lim = == =192
e——2722+b5x+6 «——2 43 -2+3 1
(2) Iim 2127
z—0 xT
v Tenemos que
S— si x> 0; — si x> 0; 0 siz>0:
o] -z x B B ’
z - - - .
— si x < 0; ﬁ six<0; —2 siz <O.
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Por lo que
i P 0= 0 & 1im T 2= o,
xz—0+t x x—07F x—0~ x x—0~
y como
lim M # lim 2]~ I, entonces no existe lim o] = z
z—07F x z—0~ x x—0 T
U
y 4o® —8r . -
(3) Para la funcién f(z) = o realice lo siguiente:
l’ —_—
(a) Determine su dominio y raices
v Dominio:
Di=R—-{zeR|2*>-4=0}.
Peroz? —4=0&2’=4& |z| =2 2= +2.
Por lo que Dy = R — {£2}.
Raices:
Para hallar las raices se considera cuando f(x) = 0, esto es cuando
4o —8r =0 4zx(z —2) =0« =0y cuando = = 2.
Pero como 2 ¢ Dy, entonces la tnica raiz es x = 0.
U

(b) Clasifique sus puntos de discontinuidad
V¥V Se sabe que
_ da* -8z 4z(x — 2)

A g pe;
Por lo que la funcién es discontinua en x =2y en x = —2.
Se calcula
422 — 8z da(x — 2) 4 8
l/ == l/ _— = l/ f— { - = — =
ml_rgf(a?) ) 2 —4 P (x+2)(x—2) ml—rga?—l—2 4

Por lo que en x = 2, la funcién tiene una discontinuidad removible, ya que, si se define f(2) = 2, la
funcion resultaria continua.
Por el contrario, como

422 — 8x , da(x — 2)

Ii = i - =1 =
A = I e = oy T
pues
lfm2[4l’(l’ —2)] =32y lm [(z+2)(z—-2)] =07
rT—— r——2
ya que
’ o — 4 _ +
mlirgz(a: 2) 4y ml}gi(a:—l—Q) 0=.
La discontinuidad en x = —2 es esencial; de hecho es infinita.

O

(c¢) Encuentre las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales
v Por los resultados obtenidos en el inciso anterior | h’mi f(z) = Foo], se concluye que la recta
r——2

x = —2 es una asintota vertical.
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Para hallar las asintotas horizontales se determina

fim f(z)= lim ——— = lfm ——2 =

r—-+oo r—+o00 2 T—Io0 4

x2—4 + x2<1——)

.1'2
8
4— =

4 — 4
= lim L — 0—_:4

22

Entonces la recta y = 4 es una asintota horizontal.

d) Haga un esbozo de la grafica empleando la informacién obtenida en los incisos anteriores
g g
v La gréfica de la funcién f(x) es:

. f2)
______________________ T
A
= e
(4) Sea
c six < —3;
9 — 22
T)=§ ————— sl —3 <z <3;
/@) 4—x2+7
d siz > 3.

Encuentre los valores de ¢, d que hacen continua la funcién con esas caracteristicas, en todo R.

Vv Para que la funcién sea continua en x = —3, se tiene que cumplir que h’m3 f(z) = f(—3), esto es, que
lim f(z)= lim f(z)=-c.
din f@)= lim ()
Se sabe que
lim f(z)= lim c=c
r——3" r——3"
Calculemos
9 — 22

lim f(z) = lim ————

r——3+ z——3+ 4 — \/m .
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Ahora, racionalizando el denominador:

9-a®  (9-2)(A+VaTET)  (9—a)(A+ Vet T)

A—VE2+T A=V +1)A+ Va2 +7) 16 — (22 +7)
_ O VERRT) T

9 — 2?2
Lo anterior si 9 — 22 # 0, es decir, si 9 # 22, o bien |z | # 3, esto es x # +3.
Entonces,
9 — 2
fm —— = = lm A+ V2 +7) =440+ 7=4+V16=4+4=38.
z——3+ 4 — /12 +7 z——3—
Luego la funcién f(x) serd continua en z = —3 si ¢ = 8.

Andlogamente, para que f(x) sea continua en x = 3, se requiere que h’rré f(z) = f(3), esto es que
lim f(z) = lim f(z) = d.
r—3~ z—3+

Se sabe que
lim f(z)= lim d=d

r—3+ r—3+
asi como también que

lim f(z) = lim (4+ V22 +7)=8.

T—3" T—3"
Luego, f(x) sera continua en x = 3 si d = 8.
Es claro que en (—o0, —3],(—3,3) y en [3,+00) f(z) es continua, por lo que si ¢ = d = 8 f(z), resulta

continua en R. ,

x
Notese que en (—oo, —3] y en |3, +00) f(x) es constante, por lo que es continua y ———— es continua
que en ( Jyen]| ) f(x) por lo q o

en su dominio, en particular en el intervalo (—3,3) , pues como z% + 7 > 0 para cualquier z € R, los
2

99—z
———— son aquellos x € R tales que 4 — /22 + 7 = 0, es decir,
4—x?2+7 b b

unicos puntos de discontinuidad de
aquellos para los cuales
V24 T=4e22+7=16<
sSrr=9&|r|=3< =43
O

Verifique que la ecuacién 2® + 2 — 1 = 0 tiene una raiz entre 0 y 1. Proporcione un intervalo de longitud
1/4 que contenga dicha raiz.

v La funcién f(z) = 2® + 2 — 1 es continua en R y en particular en [0, 1].
Se tiene f(0) = —1 < 0 y también f(1) = 1 > 0, por lo que en el intervalo (0,1) la funcién f tiene al
menos una raiz, segin el teorema del Valor Intermedio.

Ademas 5
1 1
1(3)=(5) +

1
Por lo que f(x) tiene una raiz en el intervalo 5 )

3 3\* 3 27 3
N (2) +21=ZL42 150
f(4) (4) T3 TRV

1+1 1<0
82 ‘

1
2
-1

Por otro lado,
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13 1
De donde se sigue que f(x) tiene una raiz c¢ en el intervalo (5, Z) de longitud 1

(C) TERCER PARCIAL

Verifique que las graficas de las ecuaciones
202 + 92 =6 & yP =4
en los puntos de corte, presenten tangentes perpendiculares entre si.

¥ Se encuentran los puntos de corte resolviendo el sistema de ecuaciones

2$2+ 2:6 21’2—|—y2:6
{ 2—4?; i P
vy = 22 =6 —4dr 2% +4r —6 =0 22+ 20 —3 =0 <

S+3)(zr—1)=02r=-3&z=1
Sustituyendo x = —3 en la primera ecuacion
20-32+1y =618+ =6<1y*=6—-18 <0,

comprobamos que para = —3 no existe punto para la ecuacién 222 + y* = 6.
Sustituyendo x = 1 se tiene

20+ =62+ =61 =62y =4 |y| =2y =+2

Entonces (1,2) y (1,—2) son los puntos de corte.
Ahora, derivando ambas ecuaciones implicitamente se tiene

4z 2z
2:52+y2:6:>4:£+2yy':0:>y':—@Z—? asi como

4 2
V=dr =2y =4=>y = —==.
2y oy
En el punto (1,2) la pendiente de las respectivas tangentes vale

2(1) 2 2
?/(/1,2) = Ty = ) =-1& y(/1,2) = B) =1
Luego efectivamente, ambas tangentes son ortogonales al igual que en (1, —2) pues
2(1) -2 2
Y(1,-2) = 5 =51y Y(1,-2) = —- =L

Es decir, son negativamente reciprocas.

Obtenga la derivada de la funcion enunciada y simplifiquela.
(20 +1)10 4 1]9

(a) f(z)=
v Derivamos
F(z) = 102[(22 4 1)1° 4+ 1)°10(2x + 1)92 — [(2z + 1) 4 1]*0 )
_ [(255 + 1)10 + 1]9{2001:(2;4_ 1)9 _ [(2:5 + 1)10 + 1]} |
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(b) g(x) = 222z + 1)*(2z + 3)°
v Vemos que

g'(x) (22 +3

3020 4+ 3

20 4+ 1)%(
(
(22 + 3
(

2¢ + 1
2¢ + 1
2¢ + 1

2( )
2( )
2( )
2( )

~— ~— — ~—

P22 x 42z + 1) x 2(2x + 3)° + 22(2z + 1)*
(22 4+ 1)(22 + 3) + 8z(2x + 3) + 10x(2x + 1)] =
Y(42® + 8z + 3 + 162 + 242 + 202° + 10z) =
3(2x + 3)*(402° + 422 + 3).

x 521 +3)' x 2=

(3) Para la funcién f(z) = 3z° + 5z, determine:

(a) Las raices
Vv Estas son:

3z5+5x4:z4(3x—|—5)zoﬁxzoobienz:—g.

bt

(b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento
V¥ Se obtienen los puntos criticos si se deriva la funcién y se iguala a cero

4

f/(ZE)=15z4+20$3:0:>5x3(3x+4):0(:>x:00bien:v:—§.

Estos dos puntos dividen a la recta R en tres intervalos, donde queremos hallar el signo de la derivada.
Como f'(x) es un polinomio, es continua en toda la recta y sélo se anula en los puntos criticos por lo
que en cada intervalo f’(z) tiene el mismo signo. Para conocerlo podemos usar el siguiente cuadro

Intervalo | Punto en él | Valor de f’ | Signo de f'(z) | Caracter de f

(—00,—3) —2 f'(=2)>0 + creciente
(—3.0) -1 f'(=1) <0 — decreciente
(0, +00) 1 f(1) >0 + creciente

(¢) Maximos y minimos relativos
v En el punto critico

SUSINEES
(_

= -3

) ()]

1024 256 =

la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente, luego en (—1.3,3.16049) hay un méximo local.

En el punto critico [0, f(0)] =
es un minimo local.

(0,0) la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente, luego el origen

0
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(d) Los intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo
Vv Se deriva nuevamente la funcién y se iguala a cero de manera andloga a lo que se hizo en el
otro inciso. El signo de la segunda derivada valuada en un punto arbitrario dentro de cada intervalo
indicara el sentido de la concavidad.

f"(x) = 602° + 602* = 602*(x + 1) = 0 < 2 =0 o bien x = —1.

Intervalo | Punto en él | Valor de f” | Signo de f” | Concavidad de f hacia
(—o0,—1) —2 f"(=2) <0 — abajo
1 1
(—1,0) 5 1" (—5) >0 + arriba
(0, +00) 1 f7(1) >0 + arriba

(e) Puntos de inflexién

v En el punto

1, f(—=1)] = (—1,3 x (=1)° +5 x (=1)}) = (=1, -3 +5) = (—1,2),

13

la segunda derivada vale cero y la funcién cambia el sentido de su concavidad, pasando de ser concava
hacia abajo a ser céncava hacia arriba, luego es un punto de inflexién.

(f) Grafica de la funcién f(z)
Vv La grafica de f(x) es:

f(x)

3.16049

O

O

(4) Se desea construir un recipiente cilindrico de metal sin tapa que tenga una capacidad de un metro cibico.
Encuentre las dimensiones que debe tener para que la cantidad de material sea minima (ignore el espesor
del material y lo que se desperdicia en la construccién).

v El volumen del cilindro de radio r y altura h es V = 7r?h; puesto que debe ser de 1 m?, tenemos que:

Vamos a dibujarlo:

mr2h = 1.
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h
27r

El material que se usa en su construccién es el area, es decir:
A = 21rh + 1.
Esta funcién es de dos variables, pero por la expresiéon del volumen 7r?h = 1, podemos despejar una de
—; sustituyendo en la expresion del drea, la tendremos

ellas en términos de la otra, por ejemplo h =

como funcién de una sola variable:
1 2
A(r) = 2mr (—2> +art= "4 art=2r"t + 1rt
r r
Se hallan los puntos criticos de esta funcién:
, 2 2, 1 11
Alr)=—5+t2mr=02mr=S &r'=-&r=—_——==—
r m ﬁ 7T§
En este caso:
1 1
T w3

Es decir, el radio debe ser igual a la altura del cilindro.

Como A"(r) = (=2r=2 + 27r)’

O

— + 27 > 0 siempre, encontramos que es ésta entonces el drea minima.



