CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E2600

(A) PRIMER PARCIAL

20 — 3
1) |z +1| s
(2) 3z —4<9z+2<x—10
(3) Sea
(—z+7 siz< -5
2 si —h<zx<-—-3
f(z) = |4 —2?] si —3<wx<3
2 sid<x <6
—x 7 )
\?—I—g siz>6
Determine

(a) Gréafica y rango de f(x)
(b) (Es par o impar f(x)? Justifique su respuesta

(4) Sean

T six<3;

=< 3r—2 11 <x<b; =
flay=q8e-2 sil<z<s  gl)=qo o o0

x3 six <0; {
3 six >T;
Determine (f — g).
1 x

(5) Seanf(:r)zzz_x & g(x):xz_g.

Determine (g o f) y su dominio.

(B) SEGUNDO PARCIAL

3 2
1) lm (—— T ).
z—+o0 \ 222 — 1 20 41
3
T
2) lim ——.
()1*0\/‘%2%—2 -5

(3) Bosqueje la gréfica de una funcién f que satisfaga las condiciones siguientes:

Es continua en R —{—-3,0,2,4}; h’grn f(z) = —4; lim f(x) = 3;
lim f(z) = 5; lim f(z) = -2 lim f(z) = —oc;
r— T— z——3
lim f(z) = +oo; l1’m+ f(x) = +o0; lim f(z) = —o0;
o——3- 22 e

f(3)=f(5)=0; f(0) =3; f(7)=4.

f(=4) = f(=2) = f(1)

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.
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(4) Sea
T sir <1
flxy=<c22—4 sil<ax<?2
ar® —2 si2<zx
Conteste lo siguiente:

(a) ;Existe la derivada de f(x) en z =17
(b) Determine el valor de a para que la funcién sea derivable en z = 2

(5) Sea f(x) = (;; _—l_la)j(;p; %EZL)

(a) Dominio y raices

(b) Discontinuidad y su clasificacién
(c) Asintotas horizontales y verticales
(d) Bosqueje la grafica de f(x)

, determine:

(C) TERCER PARCIAL

2% — 5z + 2
(1) Sea J(0) = 4 100 13
(a) Dominio y raices
(b) Discontinuidad y su clasificacién
(c) Asintotas verticales y horizontales
(d) Puntos criticos y su clasificacién
(e)
G
(g

, encontrar:

Intervalos donde la funcion es creciente y decreciente
Puntos de inflexion e intervalos de concavidad
) Grafica de f(x)

(2) Los costos de la empresa Alfa estan dados por la funcién f(x) = donde x representa miles de

3

articulos vendidos. Se pronostica que los costos seran minimos si se venden entre 1700 y 1800 articulos.
. Es verdadero el prondstico? Justifique su respuesta.

d
(3) Encuentre d—I si 3x%yt — 2(2® — 3yH)7 + 2t = (zy)* — 10.
Yy
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Respuestas
(A) PRIMER PARCIAL
20 — 3
1 <z
(1) |z +1| —
Vv Sabemos que z # —1; que = 0 si pertenece al conjunto solucién, pues —Z < 0; y que la desigualdad

=T

| 1]
equivale a 2x —3 < x|z + 1|.

2v -3 .
y ésta se cumple si:

Si > 0 a su vez la dltima desigualdad equivale a |z + 1| >

2r— 3 . . 2r— 3
obiensiz+1<— .
T T

rz+1>

Tenemos que la primera equivale a

2 — 3 9 —3— 22—
T s 1<0e Tl 0 2?4 —3<0ea’—2+3>0.
X X

La ecuacién 22 — x + 3 = 0 no tiene raices reales pues su discriminante b2 — 4ac =1 — 4 x 1 x 3 < 0; asf
como también x? — x + 3 siempre es positiva ya que al evaluar en z = 0, por ejemplo, es igual a 3(> 0).
Entonces parte del conjunto solucién es [0, +00).

20 — 3

Ahora analicemos el caso en que = < 0, por lo que la desigualdad propuesta equivale a |z + 1| <
y ésta al sistema de desigualdades:
20 — 3 20 — 3

<z+1<
x x

Multiplicando por x (que es negativa), tenemos
—2z-3)>2*+r>22 -3 20 +3>2°+x> 21— 3.

Sabemos que 22 +x > 22 — 3 < 22 — 2 + 3 > 0 se cumple siempre, luego no es restriccién alguna, por lo
que para x < 0 la desigualdad propuesta equivale a la tinica desigualdad

2 +3>+rer’+32-3<0.

Resolviendo

P +3r-3=0=1=

—3+V9+12 -3+v21 _ ]0.7912878
2 2 ] —-3.7912878;

y por tanto,

-3 —v21 -3+ 21
2?2 +3r-3<0& <$—f> (z—%) <0<,

—3—-/21 —34+421 —3—/21 —34++21
y r———— <0 y r——>0;

- > () 5 < o bien T <0 5 = U
—3—V21 -3+ V21 —3—v21 —3+V21
sz y zg% o bien ng y 1’2%;
—3—v21 -3++V21
T € 5 , +2 o bien x € O
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Sin embargo como
—3— /21 0)

<0=zxze€
xXr xXr [ B

comprobamos que el conjunto solucion de la desigualdad es

—3—-4/21

CS = _3%@,0> U{O}U (0, 4+00) = [f,%—oo) ~ [—3.7912878, +00) .

—3.791

(2) 3z —4<9r+2<2-10
Vv La primer desigualdad 3z — 4 < 9z + 2 equivale a

6
—4—2<99:—3a:<:>—6<6a:<:>a:>—6<:>a:>—1<:>a:€ (—1,400).
Y la segunda desigualdad 92 4+ 2 < x — 10 se cumple si

3 3
8I<—12<:>I<—§<:>IE (—oo,—g).

Por lo que el conjunto solucion sera

Cs = (—oo, —g) M (=1, +00) = 0.

(3) Sea

(—x+7 siz< -5
2 si —H << —3;

f(z) = |4 —2%] si —3<2<3;
2 si 3 < < 6;
_—ZE%—Z six>6
\ 0 6 -

determine:

(a) Gréafica y rango de f(x)
1 )
v Calculamos f(—10) =17, f(—6) = 13, f(6) = 5 & f(12) = 5
Y observamos que
‘4 2‘ 4—2% sid—2’>0e 2’ <d4s|r|<2&-2<2<2
— —
=4 sid—2’<0&22>4& |v|>24 2 >20bienx < —2.

Por lo tanto, la grafica de f(z) es:



EVALUACION GLOBAL E2600 5
f(2)

------------------------- 17

12

[ —) [c ")
2 3 6 7 10 12
& o T

—10 5 —3 —2  peseeeememeeeaaaon TT—————

El rango es:
Ry = (—00,5] J(12,+00).
O
(b) (Es par o impar f(x)? Justifique su respuesta
Vv En la grafica se ve que la funcién no es par ni impar, porque no es simétrica ni con respecto al
eje de las y ni con respecto al origen.
Por ejemplo, vemos que f(6) # f(—6).
O

(4) Sean

T six<3;

x3 six <0;
=< 3r—2 11l <x <5 =
f@)={30-2 sl<r<s o) {8 el

3 six >T;
Determine (f — g).

v Como D, = R, tenemos que Dy_, = DD, = Df;(\R = Dy = (—o0,0lU(1,5) U (7, +0).

Entonces
3 —x siz <0; 22— six<0;
3r—2—1x sil<z<3; 20 —2  sil <z <3
(f—9)(x) = . ' = . .
3r—2—-8 sid<z<h; 3r—10 sid3 <z <5
3-8 six>T; -5 six >T.
OJ
1 T

(5) Sean f(z) = P & g(x) = 72

Determine (g o f) y su dominio.

—9

v Ambas funciones son racionales, luego sus respectivos dominios son el complemento de las raices del

denominador:
Df:{:BE]R‘:Ez—:E%O}:{:EE]R‘:E(:E—l)%O}:{:EER‘:E%Oya:%l}:
:R_{Ql};

Dy={ze€R|[2*-9#0}={zeR|(z+3)(z—3)#0} =
:{:BER‘:E+37£0y:E—37éO}:{:EE]R‘a:%—?)yzz%?)}:
=R —{+£3}.
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Entonces:
1

Y

Dgofz{xeDf\f(x)eDg}:{xeR—{O,l}\ %ig}:

:{xER—{O,l}‘xz—x%i%}:{xER—{O,l}‘xz—xi%%o}.

Resolviendo
[ 4
1 1+ 1—|—§ 1i\/§
2
—r—z-=0&1z= = :
T -r—g x 5 5
[ 4
1 1+ —3
2
— —=0r=——"7"7—""—¢R
x :E+3 x 5 ¢ R,
por lo que
7
1+ 3
Dyr=R —< 0,1,
gof 9
Por otro lado
1 1
1 2 _ 2 _
(9290 =011 @) =9 (7 ) = R =
(xz—x) —9 (22 —x)?
1
. 1'2_1’ . 1'2—1'
S 1-9(z?—2)?  1-9(z2—2)?
(2 =
(B) SEGUNDO PARCIAL
3 2
1) lm (—— T ).
z—+oo \ 222 — 1 20+ 1
Vv Tenemos que:
2t Qe+ l) -2 (20 1) 20t 2’ - 20" pa®
202 -1 22+1 (222 -1)(2z+1)  4o34+222—20—1
1
3 1 -
B z? + 22 B $(+x) -
S dpd 4222 -2 —1 2 2 1Y\
3 4 2z T x3(4+———2——3)
r xr
1
14 =
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Por lo que
1
, a? x? , 1+2 140 1
lim — = lim = ——
e—too \ 222 —1 2z +1 I—>+oo4+g_£_i 440 4

3

T
2) llm ——.
( )r—*O\/atz—l—Q -5

¥ Racionalizando el denominador

z? (Va2 + 254 5) CB3(WVa2+25+5)

V2 +25 -5 (Va?+25-5)(Va? +25+5) 2242525
3(vVaT + 25+ 5
:a?( aj_‘; il ):a?(\/x2+25+5).
X

Por lo que hallamos:

3

xr
lIim ——— = lim[z(V2%2 + 25 + 5)| = 0.
lim e = lim[a(V )

(3) Bosqueje la gréfica de una funcién f que satisfaga las condiciones siguientes:

Es continua en R —{—-3,0,2,4}; mginoo f(z) = —4; m1_1:r_noo f(x) =3;
lim f(z) = 5; lm f(z) = =2 limf(z) = —oo;
lim (@) = +oo; lim f(x) = +oo; lim f(z) = —oo;
f(=4) = f(=2) = f(1) = f3) = f(5) = 0; f(0) =3; f(7) =4.

v Una gréfica posible de la funcién f(x) que satisfaga esas condiciones es:

f(x)

xT
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(4) Sea

T six <1;
fle)=Xa2*-4 sil<x<?2
ar®—2 si2<uz.

Conteste lo siguiente:
(a) ;Existe la derivada de f(x) en z =17
v Como f(x) cambia de valor en x = 1, calculemos las derivadas laterales

f'(17) = lim flz) = f(1) = lim vl =1;
z—1- r—1 z—1— T —
_ 2 _ g 2 _ « / ”
RS T o b (€0 R VN ek St S PN ek B i N
r—1+ r—1 z—1t  x—1 z—1t r — 1 0+

Este tltimo limite no existe, por lo que tampoco existe la derivada en x = 1.
De hecho tampoco es continua en x = 1 pues

lim f(z) =1# —3 = lim f(x).

r—1— r—1t

(b) Determine el valor de a para que la funcién sea derivable en z = 2
v Para que f(z) sea derivable en z = 2, primero debe ser continua en ese punto, por lo que

f(2)=8a—2= lim f(z)= lim f(x)=0.

r—21 T—2~
Entonces tenemos que,

8 2=0<8a=2<& —2—1
a = a = a—8—4.

Para este valor de a verifiquemos si f(x) es derivable en x = 2:

_ 24 2
f'(27) = lim 7f(aj) f2) — lim o= 4-0 — lim r”—4 _
z—2~ xr— 2 z—2- X —2 z—2— L — 2
i EFDED e oy —
z—2— xr— 2 z—2—
L 5
o —x°—2—-0
F'(2%) = lim @ =J@) g am "

z—2+ xr— 2 z—2+ xr— 2
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1 1
Como en x = 2, la funcion 1553 — 2 =0, entonces 1553 — 2 es divisible entre x — 2. Efectuemos pues

la divisién:

e L
1t Tt
1
—9| Zg3 —9
T 455
L5 1,
455 +2:B
1,
51’
1,
—§$ +x
xr— 2
—x+ 2
0.

Tenemos 12 — 2 = (z — 2)(32? + . + 1).
Y en fin, hallamos:
13 —2
ToFY — Tim 4 _
r—2)(ia?+ iz +1 1 1
_ | ) . ):h’m ' -r+1)=1+1+1=3.
T —2 z—2+ \ 4 2

Y como f'(27) # f'(2"), f(z) no es derivable en z = 2.

2+ 2% — 22
5) Sea f(x) =
(5) Sen f(x) = o
(a) Dominio y raices
v Como f(z) es una funcién racional, su dominio es el complemento de las raices del denominador,
es decir

, determine:

Df=R —{+1,+2}.
Calculamos las raices
P’ —2=0es(*+r—-2)=02(x—1)(r+2)=0< 2z =0,10 bien cuando — 2.
Pero como 1 & — 2 no estdn en el dominio de f, entonces la tinica raiz es x = 0.

(b) Discontinuidad y su clasificacién
v La funcion es discontinua en & = +1 asi como en x = +2.

Como
fa) = 3+ 2% — 2x _ r(z —1)(z +2) B x
(22— D22 —4) (z+D)z-Dz+2@x-2) (z+1)(z—2)’
entonces,
{ = lim :E = ! = —l'
) = ey @) -2

luego la discontinuidad en z = 1 es removible.
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De igual forma

lim f(z) 0 T —2 2 1
- 11m = _ —_— = ——
I = A G D —2)  (“1)(—4) 4 2
por lo que también la discontinuidad en x = —2 es removible.
En cambio
x
I _ i _ )
Jm_f@) = i e =) T
x
1 = 1Ii = .
vt /() vt (x4 1)(x —2) i
Por lo que las discontinuidades en £ = —1 y en x = 2 son esenciales, de hecho son infinitas.

Para determinar el signo de los dltimos cuatro limites tomamos en cuenta que
lim r=-1<0, lim (z+1)=0% & lim (z—2)=-3<0.

z——1% z——1% 1%
lim =z =2 >0, lim (z+1)=3>0 & lim (z—2)=0*.
x—2 r—2F r—2%
0
(c) Asintotas horizontales y verticales
v Como h’m; f(z) = Foo & h’mx f(z) = Foo, entonces las rectas © = —1 & x = 2 son asintotas
r——1 r—2
verticales, y son las tinicas.
Ahora
i f(x) " 3+ 2 -2 it 3+ 22— 2
1m r) = l1m = lim ——— =
r—+o00 z—+00 (1’2 — 1)(1’2 — 4) z—too x4 — 52 + 4
Al o1 2 11 2
x  x? a3 s 2 30
= lim = lim * £ L -=0
z—+00 a1 5! 4 z—koo . E n i 1
T\ T x?
De donde inferimos que la recta y = 0 es asintota horizontal.
0

(d) Bosqueje la grafica de f(x)
Vv La grafica de f(x) es:

f(=)

8




(1) Sea f(x)
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(C) TERCER PARCIAL
212 — b + 2

" 322 — 10z 43’
(a) Dominio y raices
¥ Dominio:
Resolvemos 32?2 — 10z + 3 = 0,

_10+£/100-36 104++64 10+38
N 6 N 6 6

encontrar:

T

=

|
| = W

:>3552—10:E+3:3(:E—%) (z-3)=Bz-1(z-3)yBr—1)(z-3)=0«

. . 1 .
(:>3:E—1:00b1ena:—3:0(:>3:£:1oblen:E:?)(:):E:goblen:E:?),

Entonces,

Raices:
Resolvemos 22? — 5z + 2 = 0,

_5+25-16 5++9 543
B 4 4 4

T

=

N = BN

:>2552—5:E—|—2:2(:E—%) (z—-2)=C2r—-1)(z-2)y(2r—-1)(z—-2) =0«

) ) 1 )
(:>2$—1:00b1enat—2:0(:>2:£:1ob1en:c=2(:>:£:§ob1en:£:2.

Las raices de f son,

(b) Discontinuidad y su clasificacién
v La funcién siendo racional es continua en su dominio:

11

) 2z —1)(z —2)
e = e e
Ob l'(21)2111'(2)125' también lim (x—3)
v im —1)==-—1=—=, lim (r—2) = - —2 = —— asi como también lim (z—3) =
serve que n x 3 Y ﬁa: 3 3as como tambié ﬁa:
3~ 3= 3 son los tres negativos, mientras que
lim (3z — 1) =0T,
1F
fE—>§
20 — 1)(z — 2
lm f(z) = lm 2= D@E=2

z—3F —3F (3z — 1)(z — 3)
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Ahora 11'm¢(255 —1), h’m¢ (x — 2) asi como 11'm¢(355 — 1) son positivos, valen respectivamente 5, 1, 8.
r—3 xr—3 z—3

1
Por lo que las discontinuidades en x = 3 y en x = 3 son esenciales, de hecho son infinitas.

U
(c) Asintotas verticales y horizontales

. . 1
Vv Por los limites calculados anteriormente, observamos que las rectas z = 3 & x = 3 son asintotas

verticales.
Calculamos

1m

22— 5 + 2
) . 22 — 5142 , r a2
lim f(z) = lim 3

r—+o00 z—+o00 3 2 _ 10 - r—+o00 10
T r+3 x2(3——+—2)
xXr xXr
5 2
2~ Ft 5 9040 2
= 3 =3 070" 3
xr xr

2
La recta y = 3 es asintota horizontal.

O
(d) Puntos criticos y su clasificacién
v Calculamos la derivada
() (4x — 5)(32? — 10x + 3) — (62 — 10)(22* — bz + 2)
€Tr) = =
(322 — 10x + 3)?
122° — 402% 4+ 122 — 152° + 500 — 15 — 122° 4 302* — 120 + 202° — 50 +20
B (322 — 102 + 3)2 B
 =ba*+5  —5(2*—-1)  —blz+1)(z—1)
© (322 10z +3)2 (322 — 10z +3)2 (322 — 10z +3)2°
Y hallamos que la derivada se anula cuando
(x+1)(z —1) =0.
Luego los puntos criticos son x = %, 3& 1.
O

(e) Intervalos donde la funcién es creciente y decreciente
—5(x+1)(x — 1)
v De f'(z) =
¢ @) = Fr T Tor 13
tonces, el signo de la derivada nos lo da el numerador, asi

flz)>0& —5(z+D)(z—-1) >0 (@+)(z-1) <0

Sr+1>0 vy x—1<0 obien z4+41<0 vy z—-1>0«
Sae>—1 y r<1 obien z< -1 y r>1&
sre(—-1,1) o bien x €.

se observa que el signo del denominador siempre es positivo; en-

1 1
Luego, f'(z) > 0 en (—1,1), por lo que f(x) es creciente en (—1, §) y (g, 1); es decreciente en
(—o0,—1),(1,3) y en (3,+00) donde f'(z) < 0.
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24+5+4+2 9
De aqui constatamos que en el punto [—1, f(—1)] = (—1, ﬁ) = (—1, E) hay un minimo,
2—5+2)

"3—-10+3

pues la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente, mientras que en [1, f(1)] = (

—1
(1, —4) = (1, Z) hay un méximo, pues la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente.

O
(f) Puntos de inflexién e intervalos de concavidad

Vv Calculando ahora la segunda derivada de f hallamos que:

" / / _5(I2 — 1) /
fi ) = [f'(0)]" = B2 — 100+ 37]
 —102(32% — 102 4 3)2 + 10(22 — 1)(322 — 10z + 3) (62 — 10)
(3x2 — 10x + 3)*
~ —10z(32z® — 10z + 3) + 10(z* — 1)(6z — 10)
(3z2 — 10z + 3)3
B —3023 + 10022 — 30z + 6023 — 10022 — 60z + 100 B
B (322 — 102 + 3)3 B
300 90w 4100 o 30* - 0r410 (3~ 0w 4 10)(3 — 100 43) _
(3x2 — 10z + 3)3

* Ba? —10r 137 (327 — 10z 1 3)2
y 925 — 302t + 923 — 2723 + 902 — 272 + 3022 — 100z + 30 _
(3x2 — 10z + 3)*
925 — 302t — 1823 + 12022 — 1272 + 30
(322 — 10z + 3)* '

=10

=10 x

Escrita la segunda derivada de esta manera, su signo nos lo da en numerador y asi confirmamos ahora,
con el criterio de la segunda derivada, que:

10
"—1) = ————— (=9 — 30 + 18 + 120 + 127 + 30) > 0.
D= G053 18+ 120 4 127+ 30)
Por lo que en £ = —1 hay un minimo.
Observamos ahora
(1) = L(Q 30 —18 +120 — 127+ 30) < 0
- (3-10+3)* '

Se confirma que en x = 1 hay un méximo.
Parece demasiado ambicioso pedirle a nuestros alumnos que analicen los puntos de inflexion y la
concavidad de f(z), por lo que directamente pasaremos a graficarla.
O
(g) Gréfica de f(z).
v La gréfica de la funcién f(x) es:



14

EVALUACION GLOBAL E2600

f(=)

O

(2) Los costos de la empresa Alfa estan dados por la funcién f(x) = donde x representa miles de

3

articulos vendidos. Se pronostica que los costos serdan minimos si se venden entre 1700 y 1800 articulos.
.Es verdadero el prondstico? Justifique su respuesta.

¥ El dominio de la funcién es R — {+1}, pues Va2 —1=0&2’-1=021’=1%
Slrl=1r==+1:

2
3I2—1—L2
i) = 3x2—1)3  3(*—1)—22>  2*-3
(22 —1)3 3(z2—1)3 3(z2 — 1)

flz)=0e1’-3=022>=3s|z|=V3 ez~ £1.7320508.

Se toma el valor positivo por tratarse de costos en una empresa.
Para saber si son extremos calculamos la segunda derivada:

f//(l’) _ 61’(1’ — 1)5 — 4(1’ — 1)521’(1’ — 3) 61‘(1’ —_ 1) _ 81.(1. _ 3)

9(x2 —1)3 9(x2 —1)5

_ 62® — 60 — 8% + 24 —22° + 18z

9@ — 1) 92— 1)F
Como ,

F1(v/3) = —2><3§+187><\/§: —6><\/§+178><\/§>0’
93 —1)3 9 x 23

se trata de un minimo, luego, efectivamente, este minimo se produce cuando se venden 1 732 058 de
articulos.

O

d
(3) Encuentre d_z si 3x%yt — 2(2® — 3yH)7 + 2t = (zy)* — 10.
Yy

Vv Derivando implicitamente con respecto a la variable y:

dx dx dx
4 12 2,3 14 3 2\6 2 _ 4 3 — 4 3 ]
6y & + 1227y (x° = 3y~) (317 & Gy) + 4z & (zy) (y— + x)
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d
Transponiendo términos y factorizando d_:v se tiene,
Y
d
é[&vy‘l — 4222 (2% — 3y*)° + 42® — 4(ay)?y] = 4(zy)*r — 1227y — 84y (2® — 3y*)°.

Por 1ltimo, despejando,
dx 4ty — 122%y3 — 84y(23 — 3y?)"

dy ~ 6xyt — 4222(23 — 3y?)0 + 4z% — daByt’
En donde x es funcién de y.

15



