CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E2700

(A) PRIMER PARCIAL

20+ 1
1
(1) -

(2) Sean las funciones

1

ft) =vVt+3,9(y) =y — 4 & h(w) = Vw - 2.
Encontrar f/h, go f, fo gy sus dominios.
(3) Graficar la funcién
2z 4+ 3 six < —1;
flz)=q¢vV1i—22 si —1<x<I;

|z —3| siz>1.

(B) SEGUNDO PARCIAL

224+ x—12
1 la funcio i —
(1) Sea la funcién f(z) BT

Encontrar su dominio y sus raices. Clasificar sus discontinuidades. Encontrar las asintotas horizontales y
verticales. Hacer un bosquejo de la grafica.
(2) Sea la funcién
1—x six < —1;
glx)=<ar>+b si —1<x<?2;
2r — 5 six > 2.
Encontrar los valores a, b de tal manera que la funciéon sea continua en todo punto.

(3) Encuentre un intervalo en donde la funcién h(z) = —22° — 7z + 1 tiene una raiz.

(C) TERCER PARCIAL

(1) La suma de tres nimeros positivos es 30. El primero maés el doble del segundo, mas el triple del tercero
suman 60. Elegir los nimeros de modo que el producto de los tres sea el mayor posible.
22 —1
(2) Sea la funcién f(z) = —
Encontrar su dominio, sﬁs raices, sus intervalos de monotonia, sus intervalos de concavidad. Encontrar
también sus asintotas verticales y horizontales. Graficar la funcion.

(3) Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva 42* — 3y + 5y® = 6 en el punto (1,1).
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Respuestas
(A) PRIMER PARCIAL
2z +1
1 > 1.
w22
v Esta equivale a
2 1 2 1
T > 1 0 bien a T < —1.
T —29 T —
Resolvemos cada desigualdad por separado
. +1
(a) Primero: s> 1:
20 + 1 20 41 20 4+1—2+5 z+6
>1& -1>0%& >0& >0&
T —29 T — rT—29 T —95
Sr+6>0 y x—5>0 obien z4+46<0 y z—5<0;
r>—-6 y x>5 o bien r<—6 y x<b5;
x € (5,400) o bien x € (—o0,—6).
x € (—00,—6) U (5, 400) .
2 1
(b) Segundo: T < -1
2¢ + 1 2 + 1 2c +14+2—5 3r —4
<-l& +1<0%& <0& <0&
T —29 T —95 T —95 T —95
<3r—4>0 y x—5<0 obien 3x—-4<0 y x—-5>0;
4 4
l’>§ y x<5H o bien l’<§ y x> 05;
4
z€(§,5) o bien x €.

Luego, el conjunto solucién de la desigualdad propuesta es:

CS = (—o00,—6)| J (%,5) 5. +o0)

-6 1 5
3
Se ve que x = 5 no pertenece al conjunto solucion; asi como tampoco r = —6 ni z = 3
2(—6 1 —12+1 —11
et
—6—5 —11 —11
4
2 (—) +1 8 +1 8+3 11
3 _ |3 =B | =|-3 | =|-1|=1%1
4 5 4—15 11 11 ’
3 3 3 3
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Mientras que x = —7,x = 2 asi como x = 6 si pertenecen, ya que
2(=-7)+1| | -144+1| |-13 _
-7-5 | | —-12 | |-12 b
2(2
(2) +1 :4+1 -1 __>1;
2—-5 — 3
2(6) +1 1241
= =|13| =13 > 1.
' 6—5 1 ' |13

(2) Sean las funciones

ft)=vVt+3, 9(y) =9* —4 & h(w) = Vw — 2.

Encontrar f/h, go f, f o gy sus dominios.

v Tenemos que

(i)()_f(x)_\/:v%—?)_ x+3
)Y T ) Vo—2 Vaz-2
Se sabe que
Dy={zeR|24+3>0}={zeR|z>-3}=[-3,+00);
Dh:{zeR‘z—QEO}:{xER‘x22}2[2,+oo);
hMz)=0z2—-2=0&2=2.
Entonces,
Dy =Dg(Dn—{x € R|hx) =0} =[-3,+00)[|[2,+00) — {2} =
También
(go @) =glf(x)) =g(Vr +3)= (Ve +3)? —d=a+3 4=z 1.
Y su dominio
Dyos = {2 € Dy| fla) € D, }.
Como D, = R, se tiene que
Dyos ={z€Ds|f(z) € R} =Dy =[-3+00).
Por 1ltimo
(fog)(z) = flg(x)] = f(2* —4) = /(22 = 4) +3 = Va2 — 1
y asi mismo
Diy={z€Dy|glax)eDs}={zeR|s*—4>-3}={zeR|2*>4-3} =
:{xE]R‘x zl}z{zER‘|x|21}:{:v€R‘zzlobienxg—l}:

= (—o0, —1] U 1, 400).
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(3) Graficar la funcién
20+ 3 six < —1;
flx)=< vV1—22 si —1<z<I;

|z —3] siz>1

Vv La grafica de y = 2x + 3 es una recta de pendiente 2 y ordenada al origen 3.
Como
y=Vli-22=y’=1-2>=22+y =1= (2-0>%+(y—0)2 =12
los puntos que satisfacen y = /1 — 22 estan sobre la circunferencia con centro en el origen y radio 1.
Y como y > 0, se trata de la semicircunferencia superior.
La gréfica de y = | x — 3| se obtiene a partir de la gréfica de y = | x| desplazdndola hacia la derecha 3
unidades.
Tabulamos

f(_2):2(_2)+3=—4+3:—1&2x+3:0(:>2x:—3(:>x:—g;
f(=17)=2(-1")+3=-2"+3=1

En resumen, la grafica de f(z) es:

—_

w
12 B

%@

(B) SEGUNDO PARCIAL

2+ 7z —12
1) Sea la funci6 =
(1) Sea la funcién f(x) BT

Encontrar su dominio y sus raices. Clasificar sus discontinuidades. Encontrar las asintotas horizontales y
verticales. Hacer un bosquejo de la gréfica.

v Dominio:
Di={zeR|*>-16#0}={zecR|2>#£16} =
={zeR||z|£4}={veR|o£A+4} =R —{+4}.

Raices:
Las raices son los puntos # € Dy donde el numerador vale cero

P +r-12=0s (v +4)(r —3)=0= 12 = —4 0 bien v = 3.

Pero como —4 no forma parte del dominio de f, entonces la tnica raiz es z = 3.
Discontinuidades:
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La funcién es discontinua en x = =£4; calculemos:

2?2+ —12 (x 4+ 4)(x — 3) r—3 -7 7
1/ = 1/ _— = { — 1/ = — = —
Jm, fle) = i — e = M e T AT T S5 s
Por lo que la discontinuidad en x = —4 es removible; en cambio
-3
1i =1 =
A fle) =l oy =T

Por lo que la discontinuidad en x = 4 es esencial, de hecho es infinita. Para calcular estos limites usamos:
{ —_ = — I J— e { _ — s _ — +
EEIE14(x 3) 7, rErg4(x 4) 8, glﬂl_rgll(x 3=1& z{r?i(x 4) =0~.
Asintotas:

De aqui comprobamos que x = 4 es asintota vertical.
Para obtener asintotas horizontales observemos que

) . r—3 . oz(l-3) o 1=-2 1-0 1

De donde comprobamos que y = 1 es una asintota horizontal.
La gréfica de la funcién f(x) es:

f(=)

(2) Sea la funcién
1—x six < —1;
glx)=<ar>+b si —1<x<2;
2r — 5 sixz > 2.
Encontrar los valores a, b de tal manera que la funcién sea continua en todo punto.

¥ Desde luego la funcién es continua en (—oo, —1), [—1,2) y en [2, +00) pues ahi la funcién es polinomial;

los puntos problematicos son z = —1 & x = 2 donde la funcién pasa de ser lineal a cuadratica y viceversa.
Para que f(z) sea continua en z = —1, debe cumplirse que h’m1 f(z) = f(—1) y para ello:

lim f(z)= lim 1—-2)=1—(-1)=14+1=2;

r——1— r——1—

lim f(z) = lim (az?+b) =a(-1)2+b=a+b= f(-1).

r——11 r——11
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De donde se infiere que a + b = 2.
Anélogamente, para que f(z) sea continua en x = 2 debe cumplirse que h’ng f(z) = f(2) y para ello:

lim f(z) = lim (a2” +b) = a(2)* +b=da +b;
Iim f(z) = lim (22 -5) =2(2) =5 =4-5=—1= f(2).

Luego se tiene que cumplir 4a + b = —1.
Entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

a+b=2;
4a+ b= —1.

Dos ecuaciones con dos incognitas a, b; restandole a la segunda ecuacién la primera, tenemos 3a = —3 =
a = —3= —1 vy, sustituyendo este valor en la primera ecuacién, —14+b=2 = b= 3.
Los valores encontrados son:
a=—-1&b=23.
O
Encuentre un intervalo en donde la funcién h(z) = —2x° — 7x + 1 tiene una raiz.

Vv Siendo A una funciéon polinomial cumple con la hipétesis de continuidad del teorema del Valor Inter-
medio en toda la recta, ademas

h(0)=1>0,h(1)=-2-7+1<0,
entonces, entre 0 & 1 existe al menos una raiz de la funcion, es decir, un punto x tal que
—22° —Tx+1=0.

(C) TERCER PARCIAL

La suma de tres nimeros positivos es 30. El primero mas el doble del segundo, més el triple del tercero
suman 60. Elegir los nimeros de modo que el producto de los tres sea el mayor posible.

¥V Sean x, y, z los tres nimeros, entonces claramente lo que tenemos que maximizar es el producto zyz.
Como aparecen tres variables, vamos a tratar de expresarlo en términos de una tnica variable, x por
ejemplo. Para ello tenemos un par de condiciones adicionales:

r+y+2=30& x4+ 2y + 3z = 60;
de v +y+ 2 =30= z = —x — y + 30; sustituimos en la segunda
r4+2y+32=60=2+2y+3(—x—y+30) =60 = —22—y=060—90=
=2r+y=30=y=30—2x.

Sustituyendo esta expresiéon en z queda

z=—1—304+22+30 = z=ux.
Por 1ltimo, la funcién a maximizar es
ryz = 12(30 — 22) = —22° + 3027, esto es f(x) = —22° + 302>
Ya expresado en funcién de una sola variable, se puede buscar un maximo hallando sus puntos criticos
f'(z) = —62% + 60z = —6x(x — 10) =0 < 2 = 0 o bien x = 10.
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Calculando la segunda derivada,
f"(z) = =122 + 60 = f"(10) < 0.

Por lo que en = 10 se tiene un maximo.
Entonces z = 10 & y = 30 — (2 x 10) = 30 — 20 = 10, es decir:

r=y=z=10.

2?2 —1

23
Encontrar su dominio, sus raices, sus intervalos de monotonia, sus intervalos de concavidad. Encontrar
también sus asintotas verticales y horizontales. Graficar la funcion.

Sea la funcién f(z) =

Vv Dominio:
Dy=R —-{0}.
Es impar pues

(—z)?—1 a?-1 2 —1

.f(_l’) = (_$)3 e - = _-f(l’)

Raices:
Pol=0sr=1|z|=1<1==+1
Intervalos de monotonia:

24_32 2_1 24_34 32 _ 4 32 3 — 2
() = x :EG(:E ): x :EG +32°  —x t s 4:5 para z # 0:
T T T T

flle)=0e3-2’=0s1’=3c|z|=V3 ez =4V3~ £1.732050808.

Siendo f’(z) continua en su dominio, se valia en un nimero arbitrario perteneciente a cada uno de los
cuatro intervalos en que los puntos 0 & =+ /3 dividen a la recta R para conocer su signo y asi, el sentido
de su monotonia.

Y (—oo, —\/5) . f'(=2) < 0= f(x) es decreciente en (—oo, —\/5) :
le (—\/5, 0) . f'(=1) > 0= f(z) es creciente en (—\/5, 0) :
1e (0, \/5) . (1) > 0= f(z) es creciente en (0, \/5) :
2 € (\/5 +oo) . f'(2) <0 = f(x) es decreciente en (\/5 +oo) .

Intervalos de concavidad:

() = —22° — (3 —a?)da®  —22° —122° +42®  22° —122%
x) = - = = — g —
222 — 12 2(2? - 6)

Y

x° x°
fla)=0222—6=0s22=6<r=+V6~ £2.449489743.
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Como f”(x) es continua en su dominio, veamos cudl es su signo tomando igualmente puntos arbitrarios
en los cuatro intervalos en que los puntos 0 & =+ v/6 dividen a la recta R:

-3 € (—oo, —\/6) ., ["(=3)<0= f"<0en (—oo, —\/6) = f(x) es concava hacia abajo;
-1le (—\/6, 0) , f"(=1)>0= f">0en (—\/6, 0) = f(z) es concava hacia arriba;
1e (0, \/6) ., (1)< 0=f"<0en (0, \/6) = f(x) es concava hacia abajo;

3e (\/6, +oo) ., ") >0= f">0en (\/6, —l—oo) = f(z) es concava hacia arriba.

También enfaticemos que en el punto critico z = —v/3,

s CVEr =] s 2
V3, f(-~3) [ Vi s ] V5]

2
~ (—\/5, —m) ~ (—V/3, —0.384900179),

es un valor extremo. Como f”(—+/3) > 0, entonces hay un minimo.

f(—\/g):m

2
También el otro punto [v/3, f(v/3)] =~ (v/3,0.384900179...) 3372 oS un valor extremo.
Como f"(v/3) <0, se trata de un méximo.
Notar que los valores extremos también pueden estimarse observando que en = —/3 la funcién pasa de
ser decreciente a ser creciente, por lo que hay un minimo; a diferencia de lo que ocurre en z = /3 donde
la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente, por lo que ahi hay un maximo.

Como en x = ++/6 la funcién cambia el sentido de su concavidad, los puntos
VG, f(—V6)] = <—¢6, E) s (—m_é) -
62 14.69693846...
~ (—/6, —0.340206908) asi como también
[—/6, f(+/6)] = (v/6,0.340206908)
son de inflexion.

Asintotas:
La recta x = 0 es asintota vertical y ademas

2_1 « / 1\ ”
lfm f(z) = lim ©— = = ( ) = Foo.

r—0% r—0t 13 0+

Ahora, para encontrar las asintotas horizontales calculemos

3(1 1)
21 C\r s 11
lm f(z)= lim —— = lfim —— "7 — i (———):0.

r—700 r—700 1‘3 r—300 1‘3 r—300

Por lo que la recta y = 0 es asintota horizontal.

Graficando la funcién f(x) con todos los elementos previamente calculados, se tiene:
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f(z)

(3) Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva 4z% — 3zy + 5y® = 6 en el punto (1, 1).

¥ Verificamos que el punto (1, 1) satisface la ecuacién: 4(1)% — 3(1)(1) +5(1)> =4 —3+5 =6.
Hallamos la pendiente de la recta tangente calculando la derivada de la funcién dada implicitamente.
Derivamos implicitamente con respecto a x
8z — 3(y +xy’) + 15y%y' =0 < 8x — 3y — 3zy’ + 15%y =0 <

3y — 8z
Sy'(15y* —32)=3y—-8r ey = ——.

y'(1by” = 3z) =3y —8r &y 157 32
Esta derivada en el punto (1,1) vale

YUY T —31) T 153 127

por lo que la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto (1,1) es

5 5 5
B N T IS VT N
y pr-Dey=-prtat

17



