CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E2800

(A) PRIMER PARCIAL

< 5.

() 2x — 3

4$—|—1'

(2) Dadas las funciones f(y) =y +5, gu)=u*—4 & hw)=|5—-w]|,
obtener (ﬂ) (), (go f)(z) & (h o g)(z), asi como sus respectivos dominios.
g

(3) 3z — 322 —2>4dx — 922 — 1.
(4) Realizar un bosquejo de la gréfica de la funcién

20+ 3 six < —1;
m si —1 <2<
4 six = 2;

> —6xr+6 siz>2.

(B) SEGUNDO PARCIAL

(3) lim (22 — V422 + 5x — 3).

r—-+00

2

2
x4 —1
y su clasificacién; asintotas verticales y horizontales.

(4) Para la curva y = , obtener: dominio, raices y paridad; intervalos de continuidad, discontinuidades

(5) Determinar los valores de las constantes a, b, ¢ que hacen continua en todo su dominio la funcién

r—1 six < —1;

ax’+b si —1<z<2;
flz) = . .

c six = 2;

20— 3 six > 2.

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.
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(C) TERCER PARCIAL

(1) Una pédgina ha de contener 300 cm? de zona impresa. Los mdrgenes superior e inferior han de ser de 2
cm y los laterales de 1 cm. Calcular las dimensiones de la pagina que requieren de la minima cantidad de
papel.

4x

2+ 1’

clasificacién, intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo, asi como sus puntos de inflexién.

(2) Para la curva y = obtener: intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos criticos y su

(3) Suponiendo que en la siguiente ecuacion se tiene implicitamente definida a la coordenada y = ¢(x), calcular
la ecuacién de la recta tangente en el punto (2,1) de la curva

24/ x? + by? = 3xy.
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Respuestas
(A) PRIMER PARCIAL
4dr + 1
1 < b.
()‘255—3 -
¥ Se tiene
doe 4+ 1 o + 1
<h& —5H< <bh&
‘217—3‘_ — 2x—3
4o + 1 e 4+ 1
& -5 < & <h&
A _1 Tr — 3 42$I3_
Tt 550 & Tt s<0e
PP - P s 1 0w — 3
a:++(:c—)20& $+—($—)§0<:>
do 4 D516 — 15 do + L5160 4 15
- r+ 1+ 10x — S0 & r+1—10x + <0
oy e P16
X — —0oxr
>0 & — <0
20— 3 T 20—3

Resolvemos por separado cada una de estas desigualdades, para luego intersecar los conjuntos solucion

resultantes y asi obtener el conjunto solucion de la desigualdad original.
14z — 14
(a) La desigualdad ;73 > 0 se cumple cuando

14r —14<0 & 20—3<0 obien 14x—14>0 & 2x—3>0;

M4 <14 & 2z<3 o bien 14z > 14 & 2z > 3;
r<1l & I<g o bien r>1 & I>§;
r<1 o bien I>g;

(—o0, 1] U (g,—l—oo) .

El conjunto soluciéon aqui es

CS1 = (=00, 1]{ (g —l—oo) .
—62 + 16

(b) La desigualdad o3 < 0 se cumple cuando

—6x+16>0 & 20—3<0 obien —6x+16<0 & 2x—3>0;

6x <16 & 2x<3 o bien 6r > 16 & 2z > 3;
8 3 8 3
r< - & x<- o bien r>=- & x>-=;
3 3 2
<3 bi >8
T < = o bien T > =
3 s
(-=>3) J ).
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El conjunto solucién aqui es
3 8

dr + 1
Por lo tanto, el conjunto solucién CS de la desigualdad original T

<5
3‘_ , €s

€xr —

csS =08 ﬂosg =

e Gl N2 U ) -
- a3

x-(3)

— O O —_—

w | oo

(2) Dadas las funciones f(y) = vy +5, gu)=v*—-4 & h(w)=|5-w],
obtener (h?f) (), (go f)(z) & (h o g)(z), asi como sus respectivos dominios.

v Calculamos

(g) oy (W) h@)fa) |5 x| VET

g g@) gl 2—4

|5—z |V +5 c R
2 —4

Dﬁ:{ze R
’ :{:EE ]R‘$2—5y1’27é4}:[—5,+OO)—{—2,2};
(go fx) =g[f(x)] =9(Va+5) = (Va+5)? ~4=2+5-4=a+1
Dypr={zeR|f(z)e Ryg[fx) e R} =
:{xe]R\\/me]Ry(erl)eR}:{xe]R\erE)zo}:
={zeR|z>-5}=[-500);
(hog)(x)=hlg(x)] =h(z® —4) = |5 — (x> —4) | = |5 — 2> + 4| = |9 —2?|;
Dpog={z€ R|g(z) € R yhlg(z)]e R } =
:{IER‘(I2—4)E]R}7 ‘9—:52‘6]1%}:]1%.

(3) 3z — 322 —2>4dx — 922 — 1.

=Jqx€ R a:+520ya:2—47é0 =
{ |
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v Vemos que

3r—3x2—2>4r — 922 — 1 & 3r—322 -2 -4+ 922 +1>0<
S622—2x—-1>0 & Br+1)2z—-1) >0«
S3r+1<0 & 2r—1<0 obien 3z+1>0 & 2x—12>0;
3r< -1 & 2¢2<1 o bien 3r>—-1 & 2zx>1;
1 1 1 1
:Eg—g & ZL’§§ o bien :EZ—g & :Blzi;
<= bi >
x < 31 o bien 1:B 2 55
(=3 V )
El conjunto solucion es
1 1 11
CS=|-00,—= — =R —(-=
(o3| U +) -7 - (53)
1 1
"3 2
O
(4) Realizar un bosquejo de la gréfica de la funcién
20+ 3 siz < —1;
E2 .
— si —1 <2<
fla)=9 = -
4 six = 2;
22 —6xr+6 six>2
Vv Para x < —1, la grafica de f es una porcion de la recta y = 2z + 3.
Para —1 < x < 0, se tiene que |z | = —x y que m -t —1, por lo cual la grafica de f es una porcién
x x
de la recta y = —1.
Para 0 < z < 2, se tiene que |z | = x y que m _ I 1, por lo cual la grafica de f es una porcion de la
x x

recta y = 1.
Para x = 2, la grafica es el punto (2,4).
Para x > 2, la grafica de f es una porcion de la parabola vertical

y=12"—6r+6=(2"—6r+9)—3=(z—3)> -3,

que se abre hacia arriba a partir de su vértice V' (3, —3). Un bosquejo de la grafica de f(z) es el siguiente:



(1)
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f(z)

4 °

(B) SEGUNDO PARCIAL

) 222 + 5x — 3
lIlm [ ————|.
e——3 \ 22 — 2z — 15

N —

525124 57

v Observe que 222 + 5 —3 =0z = 1 1

1
Porloque2a:2+5:v—3:2(a:—§)(:B+3):(:B+3)(2a7—1).
Ahora, si x # —3
2% + 5x — 3 ., (z+3)(2z-1) 20 -1 2(-3)—-1 -7

lm ———— = lim = lim = = —
e—-3732 —2rx —15 =3 (z+3)(x —5) @3 -5 -3-5 -8

, —z?

(3)

v Cuando z — 27, sucede que 4 — 22 — 0 & — 22 — —4.
2
—x
Ademéds: ¢ =2t =2 >2=22>4=4—22 <0, por lo cual 1.2 > (; entonces
-
2
—x

Por lo tanto, lim = +00.

z—o+ 4 — 12

lim (2z — v/42% 4 bz — 3).

Tr—-+00

2

— 2

— 400.



(4) Para la curva y =
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v Vemos que
2 Vi4x? + 5 — 3
lim (2 — V42?2 4+ 5z —3) = lim (2x—V4ZE2—|—5SE—3)x+ rror
r——+00 r——+00 2x —+ v 41’2 + 5 — 3
(22)? — (V42?2 + bz — 3)?

" atoo 2z + v4a2? +5x — 3
4% — (42* +5x—3) i 4% — 42? — 5x + 3

= lim im —

z—+00 27 + /422 + bx — 3 @+ 20 + /422 + b — 3

—oxr + 3 , —5r + 3

= lim lim =

v=+00 2x + /422 + b — 3 o—+os 5 3

2r + (4 + - — —2)
T
—5r—+3 —oxr + 3

= lim = lim

T——400 T——+00
2r + Va —l———— 20+ |x|4/4 —l————
~51 43 (_ _)

= lim = lim —

T ——+00 5 3 T ——+00
2x+z\/4—|————2 <2+ 4_|_§_3>
T \/ 72
3
54 2
T2 -5 -5 5

= lim

it [ 5 3 2+v4 2+2 4
2+ 4+;—? \/_

obtener: dominio, raices y paridad; intervalos de continuidad, discontinuidades

U
2

2 )
x4 —1
y su clasificacién; asintotas verticales y horizontales.

¥ Dominio:
Por ser f(z) =

2

5 una funcion racional, su dominio es
l’ —

Di=R —{z|2*-1=0} =R —{z|s’=1} =R - {-1,1}.

Raices:
2
flz) =0 — : —0e2'=022"=0s2=0.
l’ —_—
Paridad:
2(—x)? 222
f(—z) = (_i)j)_ 7= zzi 1= f(z) = f es una funcién par.

Intervalos de continuidad, discontinuidades y su clasificacién:

Por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio Dy = R —{ —1,1}. Es decir, f es continua
en el conjunto (—oo, —1)J(—1,1)J (1, 4+00).

Luego entonces, f tiene dos discontinuidades, en x = —1 y en x = 1.

&

222
Para decidir qué tipo de discontinuidades son, vemos si existen o no h’m1 flz) & h’rr% f(z); osea hm T 1
r— — xTr— r——1 l’ —
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En ambos casos notamos que el denominador 22 — 1 — 0 y que el numerador 222 — 2, por lo cual

21.2 “« /9 ”
-1 \o) —°
1,2 2

Podemos decir entonces que lim = 00 y que lim
r——1 1’2 —1 rz—1 1’2 —

existen, por lo cual las discontinuidades son esenciales.

= oo Es decir, h’rfll flz) & h’rri f(z) no

Asintotas verticales:
De lo anterior podemos decir que las rectas x = —1 & = = 1 son asintotas verticales.
Precisamos estos limites determinando los limites laterales.

' - 2 2 227 :

Siz — 17, entonces z < 1= 2" <1=2"-1<0= — 1<0,porlocuad 5 — —o00; es decir,
x? — x? —

lim f(z) = —oo, pues lim 222 =2 > 0.

r—1— r—1—

2 2

Siz — 1T, entonces 2 > 1= 2> >1=2>-1>0= — 1>0,porlocuad 5 — +00; es decir,

x? — x? —

mlgﬂ f(x) = 4o0.

Aun mas, por la simetria de la grafica de f con respecto al eje de las ordenadas, se puede asegurar que

lim f(x) = lim f(z) = 4o0;

r——1" z—1+
it = 1li = —00.
A ) = Jig ) = oo
Asintotas horizontales:
22 22
| = 1 = i =
m—1>£—noo f(I) m—1>£-noo :l?2 — r—1>£'n00 2 ( 1 )
T o
22
) 2 2
= lim =—-=2.
Tr——400 1 1
)

Esto implica que la recta y = 2 es una asintota horizontal. Ademads es la unica, ya que por la paridad de
f se tiene que lim f(z) = 2.
O

(5) Determinar los valores de las constantes a, b, ¢ que hacen continua en todo su dominio la funcién

r—1 six < —1;

ax?+b si —1<z<2
flz) = : .

c six =2

20— 3 six > 2.

Vv Por estar definida mediante funciones polinomiales (las cuales son continuas en todo R ), la funcién f
es continua en cada uno de los intervalos (—oo, —1),[—1,2) & (2,+00).
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Necesitamos entonces asegurar la continuidad de f en x = —1 y en x = 2.
lim f(z) = h’ml(at -)=-1-1=-2
r——1" T——

h’nr{+ f(z) = 11’r£11(a5172 +b) =a(=1)>+b=a+b;

y como h’m1 f(z) existe & lim f(z)= lm flz) & —2=a+0b.
T—— rz——1

r——1"

lim f(z) = h’ng(ot:v2 +b) = a(2)’ +b=4a +b;

T—27
lim+ f(z) = h’ng(Za: —-3)=2(2)-3=4-3=1;
r—2 T—
y como h’ng f(z) existe < lim f(x) = lim flz) < 4da+b=1
T— T—27 T—2

Se debe cumplir entonces el sistema de ecuaciones

da+b=1
{m+b:1 “
=

e —a—b=2
a = —
3a=3=a=1.

Sustituyendo a = 1 en a + b = —2, se tiene que
a+b=-2=b=-2—-a=-2—-1=-3=b=-3.
Con los valores a = 1 & b = —3 se cumple que mlirgl flz)=-2& 913111% f(z)=1.
Ya que f(—=1) = a(—=1)> +b=1(—1)> =3 = 1 — 3 = —2, entonces lim f(x) = f(—1), por lo que f es

continua en r = —1.
Ahora bien, f(2) =cy h’ng f(z) =1, entonces f es continua en z = 2 si h’ng f(z) = f(2), esto es, si c = 1.

Por lo tanto, f es continua en todo su dominio, que es todo R, cuando a =1,b= -3 & ¢ = 1.
O

(C) TERCER PARCIAL

Una pégina ha de contener 300 cm? de zona impresa. Los mérgenes superior e inferior han de ser de 2
cm y los laterales de 1 cm. Calcular las dimensiones de la pagina que requieren de la minima cantidad de
papel.

v Usamos la figura

2cm

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

y cm

2cm

Suponiendo que las dimensiones de la zona impresa son (x c¢cm), (y cm), entonces las dimensiones de la
pagina son x + 2 cm X y + 4 cm, donde x > 0 & y > 0.
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. Qué se pide en el problema? Minimizar el area de la pagina, la cual es
A= (2 +2)(y+4) om?,

que es una funcion de dos variables, x, y.

;Qué restriccién se tiene en el problema? Que el drea de la zona impresa, que es zy cm?, debe ser de

300 cm?. Es decir, se debe cumplir que xy = 300; ésta es una ecuacién que relaciona a las mismas variables
) )

x, .
Se tiene pues una funcién [A = (z + 2)(y + 4)] y una ecuacién (zy = 300).
De la ecuacion se despeja una de las variables, para luego sustituirla en la funcion.
De xy = 300 se tiene que y = —, por ejemplo.

x

Al sustituir en la funcién drea A se obtiene

A=(z+2)(y+4) = (v+2) (?M) =

300 300 600
X X

600
= 308 + 4z + —,
xr

600
que es una funcién de una sola variable A(z) = 308 + 4z + —
x

y es la funcién a minimizar.
A(x) = 308 + 4z + 600z = A'(z) = 4 — 600z

600 600 600
A)=0e4-—F=004=—F r’= —
X X

& o= £V 150.

Esto nos indica que la funcién A(x) tiene dos puntos criticos, en = —+/150 y en x = 1/150; pero debido
a que x > 0, se desecha x = —1/150 y sélo nos quedamos con x = +/150:
1200

3

=150 &

Al(z) =4 — 60002 = A"(x) = 120023 =

Valuando A”(x) en x = /150, se obtiene que

A"(V150) = % ~ A"(VI50) > 0,

lo que implica la existencia de un minimo local estricto para A(z) en x = v/150.

Ademaés 300 300
r=vV150 =y = — = —— = 2v150.
Y T /10

Por lo tanto, el area de la pagina es minima cuando x = /150 cm y cuando y = 24/150 cm. Es decir, el
area de la pagina es minima cuando sus dimensiones son:

r+2=v150+2cmy y+4=2V150 44 cm.
Dicha drea minima es
Amin = (x +2)(y +4) = [(V150 +2) + 2][(2V150 + 4) + 4] =
= (V150 + 4)(2V/150 4 8) = (V150 4 4)2(v/150 + 4) =
A =2(V150 + 4)* cm?.
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O
(2) Para la curva y = R obtener: intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos criticos y su
x
clasificacién, intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo, asi como sus puntos de inflexién.
, . ., . 4x
v Aquf se tiene la funcién f definida por f(z) = — T
x
Monotonia:
() (2?2 +1)4 —4x(2x)  42? +4—8z* —4a?+4 —4(z* 1)
x) = = = =

(5524—1)2 - (5524_1)2 - (5524_1)2 - (5524—1)2

Notemos en f’(x) que el denominador (2% + 1)? siempre es positivo; es decir, (2% + 1)? > 0 para cada
r € R, luego:

—4(z* - 1)
(22 + 1)
srl<le | <lezf<P’elz|<le
&S -l<z <l

fl(r) >0s >0 —42°-1) >0 -1<0s

entonces f es estrictamente creciente en el intervalo abierto (—1,1).
Notemos también que:

—4(z* - 1)
(22 + 1)
sr’>le | >lez > |z|>1e
& x < —1 o0 bien x > 1.

fl(r) <0& <0 4@*-1) <0 -1>0s

entonces, f es estrictamente decreciente en los intervalos (—oo, —1) y en (1, +00).

Puntos criticos:

/ —4(z® — 1) 2 2 :
fllz) =0 ——==0s2"-1=0s2"=1<2=—1obienz =1.
(22 + 1)
Entonces f tiene dos puntos criticos, en x = —1 y en x = 1. Para clasificarlos utilizamos el criterio de la
primera derivada.
Como f es decreciente en el intervalo (—oo, —1) y creciente en el intervalo (—1,1), en x = —1 se tiene un

minimo local estricto. Dicho punto minimo estd en A[—1, f(—1)] = A(—1, —2).
Como f es creciente en el intervalo (—1,1) y decreciente en el intervalo (1,400), en x = 1 se tiene un
méaximo local estricto. Dicho punto maximo estd en B[1, f(1)] = B(1,2).

Concavidades:
g d [—4(2*=-1)] (z° +1)%2z — (2* — 1)2(z* + 1)2z
0= g [ =0 EEESE -
- 20(2® + 1)[(a* 4+ 1) —2(2* —1)]  —8zx(a®*+1—22°+2)
B (22 +1)(22 + 1)3 - (22 +1)3 -
—8z(—2*+3)  8x(z* —3)

(552—|—1)3 - (5524_1)3 :
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Observamos que en f”(x) el denominador (22 + 1)3 es positivo para cada z € R; es decir, (22 + 1) > 0
siempre.

f”(i)>0@%>0@$($2—3)>0®

r<0 & 22-3<0 obien x>0 & 22 —3>0;
r<0 & 22<3 obien x>0 & 2% > 3;
r<0 & |2*]<3 obien >0 & | 22| > 3;
r<0 & |z|*<(V3)? obien >0 & |z > > (V3)2
r<0 & |z|<+V3 obien z>0 & || > V/3;
r<0 & —V3<z<+V3 obien >0 & < —v3o0bienz>3;

—V3<z<0 o bien >3

(=v3,0) U (V3,+0);

entonces f es céncava hacia arriba en el conjunto (—\/g, 0) U (\/g, +oo).

Ademas,
f"(i)<0@%<0@$($2—3)<0®
r<0 & 22-3>0 obien x>0 & 22 —3<0;
r<0 & a22>3 obien x>0 & 2% < 3;
r<0 & |2%]>3 obien >0 & | 2% | < 3;
<0 & |z]*>(V3)? obien z>0 & |z < (V3%
r<0 & |z|>+3 obien z>0 & || < V/3;
<0 & x<—V/3obienz>+Vv3 obien >0 & —V3<z<V3;
x < —3 o bien 0<:E<\/§;

entonces f es concava hacia abajo en el conjunto (—oo, —\/?:) U (0, \/3)

Puntos de inflexion:

De lo anterior se desprende que existen cambios de concavidad en z = —v/3,2 =0y en z = v/3. Y debido
a que f es una funcién continua en dichos puntos (f es continua en todo R ), podemos afirmar que existen
puntos de inflexién en z = —v/3,2 =0y en & = v/3. Atn més, dichos puntos de inflexién estén en

L[=V3, f(=V3)] = L(=V3,-V3);
1[0, f(0)] = I5(0,0);
I[V3, f(V3)] = I3(V/3,V3).
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(3) Suponiendo que en la siguiente ecuacion se tiene implicitamente definida a la coordenada y = ¢(x), calcular
la ecuacién de la recta tangente en el punto (2,1) de la curva

24/ 2% + 5y? = 3xy.

Vv Derivamos toda la ecuacion con respecto a x:

d d
—2\/x? + 5y? = —

dx dz(&ry) -
¢2ﬁ¢ﬁ+5%%—&i@):>
dx Y=
L d Y
L) (2 -1 @ o 2y _ ay
:>2(2)(:B + 5y°) d:z(x + 5y°) (:Bd +y):>
L - | 22 + 10yd—y = 3zd—y + 3y =
(x2 + by?)2 dx dx
2 10y (dy) ( y)
= + — | =3z | =] +3y=
Va2 +5y2  \/r? + 5y? \dx dx Y
ﬁmiy(d_y)_gx(dy)_ 2
22+ 5y? \dx d /22 1 5y2

N 10y 5 (dy) 3y\/x% + by? — 2x
multiplicando por /22 + 5y? se obtiene:

d
:>[10y—3x\/:v2+5y2]d—y:3y 22+ 5y? — 2x =
x
dy  3yy/x?+5y* — 2w

= 2 = .
dr 10y — 3z+/22 + 5y?

d
Valuamos % en el punto (2,1) (donde z =2 & y = 1):
dy 3Vitb-4 9-4 5

dr  10—6V/4+5 10-18 -8

5
Entonces la pendiente de la recta tangente a la curva es m = —3
La ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto (2,1) es:
5 5 5 5 9
—l=-S(z-2) > y=—-aHodly=—a+-.
Y 8(1: )=y T + 1 + Y 7 + 1



