CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E3000

(A) PRIMER PARCIAL

2 —x

—— < 0.
|| +22+1

(1)

4
@W5+— > 2.

x
(3) Encuentre grafica, dominio, rango, intervalos de monotonia y paridad de la funcién:

T+ 3
flz) = , z#0.
(4) Determine el dominio de la funcién:
F@) = [ S22, o) = parte entera d
r)=4——— x| = parte entera de z.

(5) Considere las funciones

f(x):{z_l siz>0 y g(x):{l_zz siz>0

142 sixz<0 2?—1 siz<0

(a) Graficar fy g. Determine rangos
(b) Calcule (f o g)(x) para cada nimero real

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) lm (Va3 + 222 — ).

r——00

(2) Considere las funciones

flx) = & 9@) = 55—

con sus dominios naturales:
(a) Grafique fy g

(b) Calcule h’r%(g o f)(x)

(c) Calcule lim (fog)(x)

r—-+00

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.



EVALUACION GLOBAL E3000
(3) Dada la funcién
T siz>5o0bien r < —1;
flx)=<ar?>+b si —1<z<3;
cx +d sid < ax<b;

determine valores a, b, ¢, d con a # 0 para que f resulte continua en todo R.
(4) Halle un intervalo de longitud no mayor que 0.1 donde se encuentre una raiz del polinomio:
p(x) = —x* + 162° — 602* + 1.
(C) TERCER PARCIAL

(1) H y h son dos numeros positivos tales que 0 < h < H. Considere la siguiente funcién:

flw) = (z — h)(z — H)

(a) Calcule sus puntos criticos
(b) Haga la grafica de f(x)
(2) Observe la figura siguiente donde se bosqueja la gréfica de la funcién f'(x):
f(@)
\

\72 2 4
-2

A partir de ésta bosqueje posibles graficas para f(x) y para f”(z).

(3) Determine las dimensiones de un cono circunscrito a una esfera de radio r que tenga volumen minimo.

1
V= §7ra2h es la formula para calcular el volumen de un cono de radio a y altura h.

(4) Obtenga la ecuacién de una recta que es tangente simultdneamente a las curvas

y = 2° & y=—.
x
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Respuestas

(A) PRIMER PARCIAL

2 —x

) —— <
(1) || +22+1
v Notamos que el denominador (|z|+ 2%+ 1) es positivo siempre, ya que, para cada z € R, sucede que
| 2| > 0y también que 2% > 0, por lo cual |z |+ 2% + 1 > 0. Por lo tanto,

0.

2 _
T 7Y e?—a<0ozlz-1)<0s
|z|+22+1
Sr>0 & z—1<0 obien z<0 & z—1>0;
r>0 & <1 obien x<0 & z>1;
0<x<l1 o bien x € O;
0,1 Jo=1(0,1).
El conjunto solucion es:
csS=(0,1)
0 1
O
4
(2) ‘5+— > 2.
x
v Vemos que
4 br + 4 br +4 br +4
5ol z2e [P 00 2T o o pien 2P 50
x x x x
Resolvemos por separado cada desigualdad, para luego unir los conjuntos solucion obtenidos.
br +4
(a) T + < 9
br +4 br +4 br+4+2 Tr +4
L DI B P s e Ay DL | N
x x x x

ST7r+4>0 & x<0 obien Tx+4<0 & x>0;
Tr>—-4 & x<0 o bien Tr<—-4 & x>0;

4 4
z>—— & x<0 obien xﬁ—? & x> 0;

4
—?§x<0 o bien x €

o)uo- 40

En este caso el conjunto solucion es:

4
051 - |i—?,0) .
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5 4
(b) x + > 9
T
4 4 —
Sx + 22@555%— _220®w20®3z+420®
T T T x
S3r+4<0 & x<0 obien 3xz+4>0 & x>0;
3r<—-4 & x<0 obien 3r>—-4 & x>0;
4 4
:Eg—g & x <0 o bien :EZ—g & x> 0;
4
:Eg—g o bien x > 0;

(—oo, —%} LJ (0, 400).

Aqui el conjunto solucion es:

Sy = (—oo, —g] LJ (0. +00).

Por lo tanto, el conjunto solucién de la desigualdad original

5+ g ‘ > 2 es:
CS=C8 | s, = {—%,0) U K—oo,—g] o, +oo)] —
(=AUl

SERER S

(3) Encuentre grafica, dominio, rango, intervalos de monotonia y paridad de la funcién:

r+3
flz) = , T#0.
x
3 3
Vv Puesto que f(z) = T ‘z‘l—l——.
x

, - . 3 - 1
La grafica se construye de la siguiente manera: primero se traza la curva y = —, la que es similar a y = —;
3
luego se traza y = — + 1, desplazando una unidad hacia arriba a y = —; finalmente se aplica el valor
x x

absoluto a y = — + 1, dejando igual a la parte no-negativa y reflejando en el eje x a la parte negativa.
x

3

La grafica que se obtiene para la funcién f(x) = |1+ — | es:
x
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f(z)

Dominio: el dominio de la funcién es
Dy =R —{0}.
Rango:
El rango de la funcién es
Rf = [0, —I—OO) .
Monotonia:
La funcién f es creciente en el intervalo (—3,0).
La funcién f es decreciente en los intervalos (—oo, —3) y (0, +00).
Paridad:

La funcién f no es par ni tampoco es impar.

(4) Determine el dominio de la funcién:

2
-2
f(x) = %, |z] = parte entera de z.

v Aqui debemos considerar que para x € Z (enteros), se tiene que |z] = z, y que para = € Z, se cumple
x > |x]. Luego entonces, para x € R &z ¢ Z sucede que z — |z| > 0.
Por lo tanto, el dominio de f es:

Df:{IER‘$€Z&I2+ZE—220}.

Como
P4r—-2>08(2+2)@z-1)>0s
Sr+2<0 & r—1<0 obien z+4+2>0 & z-—-12>0;
r<-2 & x2<1 o bien r>-2 & x>1;
z < =2 o bien x> 1
(_007 _2] U [17 +OO) .
Es decir,
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(5) Considere las funciones

-1 siz>0; I
f(x):{x mr= asi como g(x):{ *

2
1+ six <0 z?—1
(a) Graficar ambas funciones. Hallar sus rangos.
Vv Las graficas son:

La de la funcién f(z):

f(z)

La de la funcién g(z):

g(x)

_1\\< 1
-1

Sus rangos:

Rango de f = R.
Rango de ¢ = R.

(b) Calcule (f o g)(x) para cada nimero real =

six > 0;
si x < 0.

O

v Para obtener (f og)(z) = f[g(x)], debemos aplicar primero la funcién g y luego la funcién f, por

lo cual debemos hallar dénde g(z) > 0 y dénde g(x) < 0.
Observando la grafica de la funcién g podemos decir que:
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e Si x < —1, entonces g(z) > 0 & g(x) = * — 1, por lo cual
flg(@)] = g(z) =1 = (2" —1) =1 =2 -2
e Si —1 <z <0, entonces g(z) < 0 & g(x) = 2% — 1, por lo cual
Flo@)] = 1+g() = 1+ (@* 1) = o

Si 0 < <1, entonces g(z) > 0 & g(z) =1 — 22, por lo que
o)) = gla) —1= (1 —a%) ~ 1= —a*
Si x > 1, entonces g(z) < 0 & g(z) =1 — 22, por lo que
flog@))=1+g(x)=1+1—-2%=2—2"

Luego entonces,

22 —2 six<-—1;

x? si—1<2<0;
(fog)(l’)— _1,2 SiOSl’Sl;
2—2% siz> 1.

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) lm (Va3 + 222 — ).

r——00

v Tenemos que

1
lim (Va? 4222 —z) = lim [(2° + 22%)3 — 2] =

r——00 r——00

1 2 1
[(2% +22%)3 — 2][(«® + 22%)3 + (27 + 22%)32 + 27]

= lim 5 T =
e (23 + 222)3 + (23 + 222)3 7 + 22
) (2 + 22?%) — a3
= lm 2 T -
(23 + 222)3 + x(23 + 222)3 + 22
22
= lim 5 il =
T4 2)]8 + 223 (1 + 2)]3 + 2
; 222
= lim 5 il =
T 214 2)3 +22(1+ 2)3 + a2
; 222
T 21+ 2)5 4 (14 2)3 + 1]
) 2 2 2
=, lm 2 LT 11141 3
T4 4142541 T
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(2) Considere las funciones

flx) = & 9(@) = 55—

con sus dominios naturales.
(a) Grafique f & g
Vv Para tener la gréfica de f efectuamos la division

f(x):x—3_1_ 2

r—1 rx—1"

Esto nos permite construir la curva y = f(x) por etapas (mediante traslaciones y reflexiones), par-

1
tiendo de la curva y = —.
x

1 2 2
A y = — se le multiplica por 2 y se obtiene y = —; a y = — se le traslada una unidad a la derecha y
x x x

se obtiene y = 75 8 ésta se le refleja en el eje x para obtener y = — 7 finalmente trasladamos
xr — €T —

2
una unidad hacia arriba a y = ———— para obtener y = ——— + 1, quees y = 1 — —— = f(x).
r—1 r—1 r—1
La funcién f(x) tiene la grafica:

f(=)

Para obtener la grafica de g, debemos realizar un analisis de la funcién.

o 2 -9 rz+3)(z—3
El dominio de g(x) = 2 _—r_92 Ex+1§§$—2; ~

Dy=R —{z|(z+1)(z—2)=0} =R —{-1,2}.

Raices: g(x) =0« (z+3)(r —3) =0« 2 = —3 0 bien z = 3.
Por ser una funcion racional, g es continua en todo su dominio:

Dy = (=00, —1) [ J(-1,2) | (2, +00).

Por lo cual g tiene discontinuidades en x = —1 y en x = 2. Ahora bien:
e Si x — —17, entonces (z + 1) — 0 con valores negativos ya que r < —1 = x + 1 < 0.
Ademsés

(x43)—2>0,(r—3)— —-4<0&(x—2)— —-3<0.
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3)(xr—3
Entonces (z+3)x—3) < 0, por lo cual
(x+1)(z—2)
3)(x—3
(z+3)(@—3) — —o0; estoes, lim g(r) =—00.
(x4 1)(x —2) o——1-
e Pero si # — —17, entonces (x + 1) — 0 con valores positivos ya que x > —1 = 2+ 1 > 0.
Entonces ( 3)( 3)
T+ o)(r —
>0= U = .
@+ 1)@ -2 i g(x) = +oo

e De manera analoga se obtiene que

lim g(z) =400 & lim g(x) = —c0.

T—2~ r—21
De lo anterior se puede asegurar que la funciéon g tiene en x = —1 y en z = 2, discontinuidades
esenciales y ademas que las rectas x = —1 & = = 2 son asintotas verticales de g.
En cuanto a las asintotas horizontales se tiene que
, 2?9 )
lim g(z) = lim ————— = lim Lo =
z—+00 z—too X2 — o — 2  z—+4o0 :172(1 - = m_Q)
) 1-% 1
= lim == =1
r—to0 ] — 2 — = 1
x x

y de la misma manera se obtiene que

lim g(z) = 1.

r——00

Por lo tanto la recta y = 1 es la Unica asintota horizontal de g.
Un posible bosquejo de la grafica de g es entonces como sigue.
La funcién g(x) tiene esta grafica:

9(x)

(M}

—_
N
w

(b) Calcule lim (go f)(x)

r—1t
v Tenemos

lim (g o f)(z) = lim g[f(z)].

r—1t

Cuando x — 17, sucede que u = f(x) — —o0, por lo cual

Tim g[f(2)] = lim_gu) = 1
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Luego entonces,
lim (go f)(z) = 1.

r—1t

(c) Calcule lim (fog)(x)

r——+00

v Ahora
lim (fog)(z) = lm flg(z)].

Tr——+00 T——+00

Cuando = — +o0, sucede que w = g(x) — 1, con valores g(z) < 1, por lo cual

lin_flg(e)] = lim f(w) = +oc.

T——+00
Luego entonces,
lim (fog)(z) = +oc.

r——+00

(3) Dada la funcién
T six > 5o bien z < —1;
flx)=<ar?>+b si —1<z<3;
cr+d si3<xz<b
determine valores a, b, ¢, d con a # 0 para que f resulte continua en todo R.
¥ Reescribimos la funcién f como
x six < —1;
ax’?+b si —1<ax<3;
cr+d si3<z<b
x six > 5.

fx) =

Por estar conformada por expresiones polinomiales, la funcion f es continua en los intervalos
(—o0, —1],(—1,3],(3,5) & [5, +00) .
Se debe cuidar entonces la continuidad de f enz = -1, x =3 & x =5.
(a) lim f(x)= h’ml(a:) =-1&
r——1" T——

h’nr{+ flz) = h’ml(a:l:2 +b) = a(—1)*+b = a+ b, entonces h’m1 f(z) existe si y sélo si

T——

lim f(z) = h’rr;f(a:)(:)—l:a—l—b.

r——1"
(b) lir?l)ai f(x) = h’mg(a:v2 +b)=a3) +b=9%+b&
lim = lim(cz + d) = ¢(3) + d = 3¢ + d, entonces h’rr?l) f(z) existe si y solo si

r—3+ r—3

lir?l)qi f(z) = h’]f?l)rl+ f(z) © 9 +b=3c+d.

(c) lim f(x) = lim(ca +d) = c(5) +d =5c+d &

r—5H~ x

lim f(z) = lfIIEI)ZB = b, entonces h’r% f(z) existe si y sélo si

lim f(z) = ligf(z)@50+d:5.
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(d) Por lo tanto, a, b, ¢ y d deben cumplir con el sistema de ecuaciones

a+b =-1;
9a+b = 3c+d;
5c+d =5.

De a+ b= —1 se tiene que b = —1 — a.
De 5¢+ d =5 se tiene que d = 5 — 5e.
Sustituyendo en la segunda ecuacién obtenemos
9a+(—1—a)=3c+(5—5c) =8 —1=—-2c+5=8a+2c=6=4a+c=3.

Se tiene una infinidad de soluciones: si a = t, entonces b= —1 —t, ¢ = 3 — 4t & d = 20t — 10, donde
t puede ser cualquier niimero real.
Una solucién posible es (para t = 1):

a=1,b=-2,c=—-1&d = 10.

Valores para los cuales la funcion f resulta ser continua en todo R. O

(4) Halle un intervalo de longitud no mayor que 0.1 donde se encuentre una raiz del polinomio:

p(x) = —a* + 162° — 602% + 1.

v Por ser un polinomio p(z) = —z* + 162% — 6022 + 1, es una funcién continua en todo R.
Ahora bien, p(0) =1 > 0 & p(1) = —44 < 0; entonces, por el teorema del Valor Intermedio, podemos
asegurar la existencia de al menos un 0 < ¢ < 1 tal que p(c) = 0.

1 1 1
El punto medio del intervalo (0,1) es x = 3 &p (5) =~ 12 < 0, por lo cual se puede asegurar que
0<e< .
53
. . 1 1 1 1 5
El punto medio del intervalo | 0, 5)esT=7 & p 1)= 1 3°< 0, por lo cual se puede asegurar
que 0 < ¢ < T
El t dio del interval 01 1& ! 1+3>01 it
nto medi interv — = — =l =—-—=+= rmi rar
punto medio del intervalo {0, ) esz = 2 & p| ¢ e , lo que permite asegurar que
N 11 3 3 81 257
punto medio del intervalo (8’ 4) es T 16 & p (16) 6 16 < 0, por lo cual podemos
! <c< ’ Ademas la longitud del interval L3 l !
rar - —. m ngi interv - — = — menor
asegurar que o < ¢ < 2 emés la longitud de ervalo | 2, 7= ) es 1g due es menor que
1 1 3
0.1= 10" Por lo tanto el intervalo buscado es (g, E)

(C) TERCER PARCIAL

(1) H & h son dos nimeros positivos tales que 0 < h < H. Considere la siguiente funcién:
x

fle) = (z—h)(z — H)
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(a) Calcule sus puntos criticos
V¥ Derivamos:
oo (@—=h)x—H)—x(@—H+x—-h)
o= T -

2 — (H + h)x + hH — z[2z — (h + H)]

(z —h)*(z — H)?
22 — (H + h)x + hH — 22° + z(H + h)
(z —h)*(z — H)?
- - f’fh)ahf]H) — 04 —2?+hH =0 &

s r*=hH < |z|=VhH & v =+VhH.

Luego, © = v/ hH son los tinicos puntos criticos.

(b) Halle su dominio, raiz, asintotas; dibuje la grafica de f(z)
v Dominio: Dy = R —{h,H }.
Raiz: z = 0.
Asintotas verticales:

x x
1i =400 & Ui = +o0.
oot (1 — W)z — H) T e @ H)
Ya que
lirr}Lx: h >0, h’rf?;(x—h) =07, h’rrfll(x—H) =h—H<O,
lmao=H>0, lim(z—h)=H—-h>0& lim (z — H) = 0%,
x—H x—H r—H*
las igualdades x = h & x = H son asintotas verticales.
Asintotas horizontales:
1 -
. 0
lfm - ~ lim z = = 0F,

Luego, la recta y = 0 es la tnica asintota horizontal.
La grafica de la funcién f(x) con esas condiciones es:

f(z)
im:h
—VRH L VRTT
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(2) Observe la figura siguiente donde se bosqueja la gréfica de la funcién f/(x):

f(z)

\72 2 4
-2

A partir de ésta bosqueje posibles graficas para f(x) y para f”(z).

Vv Vamos a ver las gréaficas correspondientes.
La de f(z):

f(=)

La grafica de la derivada f”(z) es:

13
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14
;" (@)

xT

O

(3) Determine las dimensiones de un cono circunscrito a una esfera de radio r que tenga volumen minimo.

1
V= §7Ta2h es la formula para calcular el volumen de un cono de radio a y altura h. ¥ Usando la figura

c

B
Consideramos una esfera de radio » = ED = EB y considerando un cono circular recto circunscrito de

radio R = BC con altura H = AB.
Los tridangulos AABC y AADFE son triangulos rectangulos semejantes, por lo cual

BC B
ED AD

Si AE = h, entonces AD = /h> =12y AB=H =h+r.
Luego entonces,

M, donde r es conocido.
I
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El volumen V del cono es

1 . 1 [r(h+r) 2 1 r?(h +1)?
2 2 2(1,2 2
:>V:17TT (h+1) (h—l—r)zl r*(h —|—2h7’—|—7’):>

3" (h—r)(h+tr) 3 h—r

1 r2h? +2r3h +rt

Derivamos respecto a h

1 (h—7)(2r%h +2r3) — (r?h? + 2r3h + rt)

V'(h) = 37 EE :
212 37 4 2012 o 2
Vi) = %WT h (thgz 3t %Wr (h (h2_h:)2 3r),
2 _
v = T,
V'(h) =0« Wrz(f;(;i)(:;z_ 3r) _ 0< h+7r=00bien h—3r=0.

De h +r =0, se tiene que h = —r, lo que no tiene sentido (ya que r > 0= —r < 0= h < 0).

De h — 3r = 0 se tiene que h = 3r, lo que si tiene sentido.
Con h = 3r se tiene que H = h 4+ r = 4r, y ademas

r(h+r) B r(4r) B 472 B 472 _ V3
V2= oz =2 &2 2y2r '

Es decir, H = 41 & R = V/2r.
Falta ver que el volumen V' (h) es minimo para h = 3r:

1 (h—7)%2r*h — 2r3) — (r*h? — 2r3h — 3rH)2(h — 1)

R:

V"(h) = 37 L —
1 (h —7r)22r2(h —r) —r*(h* — 2rh — 3r?)2(h — 1) B
N §7T (h—r)* N
B 1W27’2(h —7r)[(h—7)% = (h? — 2rh — 3r?)] B
3 (h—r)(h—r1)3 N
V(R = 2rr? [(h — ) —(h—l—r)(h—?)r)]‘

3(h—r)3
Valuando en h = 3r, se obtiene que

2rr?[(2r)? — (4r)(0)]  8mrt 7
V"(3r) = = =—>0

(3) 3(2r)3 243 3 T 7
lo que implica la existencia de un minimo para el volumen V' cuando h = 3r.
El volumen minimo es

Vinin = §7TR2H = gw(ﬂr)z(élr) = gm’g;

4
Vinin = 2 (gm’s) = 2 (volumen de la esfera).

15
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(4) Obtenga la ecuacién de una recta que es tangente simultdneamente a las curvas

n .

1
v Tal recta debe pasar por puntos de la forma (a, a?) & (b, —) con a # b # 0 desde luego y su pendiente

b
1 o2
' 1—a? 1
m:%_a :bQ—aab debe ser igualaQaya—b—z, esto es:
1—a% 2 2 2 2 2
B b:2a:>1—ab:2ab —2a*b=ba” —2b*a+1=0=
—a
202 £ 4 —4b 1 —a’b -1
—a= . e A A (S B R
-1+ 1+ 8b3
= b’ +a—-20=0=a= 262+ .
Por lo que:

4 _ _ 3
pae YTl = IRV IR o s /T b= -1 VT 85 =

= +20Vbr — b F V1 + 803 = —1 — 2.

En realidad sélo hay dos ecuaciones:

20V — b F V1 + 80 = —(1+2b°) =
= 402 (b* — b) + 1 + 86> F 4b\/(b* — b)(1 + 8b3) = 1 + 4b° 4 4b° =
= 405 — 40> + 1 + 80> F 4b\/ (b — b) (1 + 8b3) — 1 — 4b® —4b° =0 =
= F4b\/ (b2 — D) (1 +8b3) = 0= /(0* — b)(1 +8b%) =0 =
= b(b*—1)(1+8°)=0=0b"-1=00bien 1 +8°=0=

1
:>63:10bien863:—1:>b:10bienb3:—§:>

#bzlobienb:—%.

Veamos ambas graficas:
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f(=)
_______ 4.
! 1pe--
-2 !
' _1 1 ;
2
-2
Claramente, de la figura se ve que
b+# 1.
De ahi b L 2 = ! = ! = ! 2
eahiqueb=—=;ycomo2a=——==2>a=———F—=>0=————==>a=—5 = —2.
q 2a y b2 2h2 2(_%)2 %

1 1 1
Asi los puntos por los que pasa la tangente son (—2,4) y (—5, —1) = (—5, —2).
T2
La pendiente de la tangente es:
. 1
2a = 2(—2) = —4, o también i —(_%)2 = —
Y la ecuacion de la recta tangente es
y—4=-4r+2)=>y=—4de—-8+4=y=—4ox—14

—2-4

N

—142

o también .
y—|—2:—4(at—|—§> y=—4dr-2-2=y=—4r -4

. . —6
= —4, o inclusive ——— = — = —4.
2

17



