CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E3200

(A) PRIMER PARCIAL

(1) Sean las funciones:

f@)=vIr Tl & ga) =21

T z+3
Obtener: Dy, Dy, (fog)(z) & Djoy.
(2) Sea la funcién:
T+ 3 six < —2;
flx)=q]2z>—=1] sixze (—22);
—2 six > 2.

Obtener el dominio, raices y especifique los intervalos donde: f(x) > 0; f(x) < 0; f(z) crece; f(z) decrece.
Hallar su grafica.

(3) Una caja rectangular con tapa y base cuadrada tiene un drea (de todas sus caras ) igual a 600 cm?. Exprese
el volumen de la caja como una funcién de x, donde x es la longitud de un lado de la base.
(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) Muestre que la funcién
h(z) =2°+z -5,
tiene al menos una raiz en los nimeros reales.
(2) Sea
f(z) =+v2x+ 1.

1
Aplique la definicién de la derivada para encontrar f'(a), con a € Dy = {—5, —I—oo).

(3) Bosqueje la gréfica de una funcién que cumpla las siguiente condiciones:

lim f(z) = 3; lim_f(z) =5 lim f(z) =4

f(0) = 0; h’r% flz) =1, ll/I{li f(x) = +o0.
i f(z) = —oc0; lim fw) = —1;
2 —x—2

4) Sea la funcié =2—
(4) Sea la funcién f(x) P

(a) Encontrar el dominio y raices de la funcién

(b) Clasificar sus discontinuidades

(c¢) Encuentre las asintotas verticales y horizontales
(d) Bosquejar la gréafica de la funcién

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.
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(C) TERCER PARCIAL

(1) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y* — y = 2%y + x, en el punto (0, 1).

(2) ;/Con qué razén aumenta el area de un tridangulo equildtero cuando su base mide 10 cm y estd aumentando
a razén de 0.5 cm/s? (El area del tridngulo equildtero se calcula aplicando el teorema de Pitagoras.)

(3) Se construye un recipiente cilindrico, sin tapa, con un volumen de 1 m3. La parte cilindrica del recipiente
se fabrica con aluminio y la base con cobre. El cobre es cinco veces més caro que el aluminio. ;Qué
dimensiones minimizarian el costo total del recipiente?

222

(4) Para la funcién f(z) = T

(a) Encontrar el dominio, raices y paridad

(b) Encontrar los intervalos en los cuales f es creciente o decreciente
(c) Halle los valores maximos y minimos locales de f

(d) Encuentre los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo; y puntos de inflexién
(e) Encuentre las asintotas verticales y horizontales

(f) Bosquejar la grafica de la funcién
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Respuestas

(A) PRIMER PARCIAL

(1) Sean las funciones:

—1
f@)=var+1 & gla)==
Obtener: Dy, Dy, (fog)(z) & Dyoy.
v Vemos que:

: 1 1
i) Df:{:EER‘Q:E%—lZO}:{:EER‘xz—g}:{_5,4_00);

i) Dy={s€R|z+3#£0}={zeR|z#£-3}=R - {-3};

i) (o)) = ool = £ (253 ) = \/2 () +1-y 2t 2

iv)

r—1 1
— -3 > _ -
{“é T3 2}
Resolvemos la desigualdad
x—1 1 z—-1 1 20— 1)+ (z+3)
> —— & - >0& >0&
r+3 7 2 I—|—3+2_ 2(z + 3) -
20 —2+4+x+3 3r+1
>0 —>0«&
2z +3) — 20 +3) —

3r+1>0 & 2+3>0 obien 3z4+1<0 & z+3<0;
1 . 1
z>— & x>-3 o bien r<— & <=3

1
x € {_5’ oo) o bien x € (—00,—3);

z e {—%,%—oo) (=00, -3) =R - {—3,—%) .

O
(2) Sea la funcién:
T+ 3 six < —2;
fay={la?=1] size(=2,2);
—2 six > 2.

Obtener el dominio, raices y especifique los intervalos donde: f(x) > 0; f(x) < 0; f(z) crece; f(z) decrece.
Hallar su grafica.

v El dominio:

Dy=R.
Las raices: { —3,—1,1}.
(a) f(z)>0size (=3, -)ULDHUM,2);
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(b) f(z) <0sizé€ (—o0,—3)J][2,00);
(¢) f(x) crece en (—o0,—2), en (—1,0) y en (1,2);
IEd) f(z) decrece en (—2,—1) y en (0,1).

grafica de f(x) con las condiciones expresadas es:
f(2)

O

(3) Una caja rectangular con tapa y base cuadrada tiene un drea (de todas sus caras ) igual a 600 cm?. Exprese
el volumen de la caja como una funcion de x, donde x es la longitud de un lado de la base. ¥ Usamos

la figura

El 4area de todas la caras es
A =22% + 4y = 600 cm?.

El volumen de la caja es

V = 2%y cm?.

Esta funcién se desea exclusivamente en funcién de la variable . De la ecuacién anterior 222 + 4zy = 600,

se tiene que
1 1 /600
= — —a) =2 = —-22.
Y 41’(600 :E) 4($ :17)
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Sustituyendo en el volumen obtenemos la funcion deseada:

1 /600 1
V(z)=2*x = [ — — 2z ) = = (6001 — 22°).
4\ x 4

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) Muestre que la funcién
h(z) =2°+z -5,
tiene al menos una raiz en los nimeros reales.
Vv Valuando en dos puntos pertinentes, tenemos:
f(0)=-5<0& f(2)=2°+2—-5=29 > 0.
Tenemos, una funcién f(x) continua en R y un intervalo [0, 2], en los extremos del cual la funcién tiene
valores con signo distinto. Usando el teorema del Valor Intermedio se sabe que existe al menos un valor

c € (0,2) tal que f(c) =0, que es lo que se queria mostrar.
[

(2) Sea
f(z) =+v2x+ 1.

1
Aplique la definicién de la derivada para encontrar f'(a), con a € Dy = {—5, —I—oo).

v Calculamos el cociente diferencial del cual obtendremos el limite:
fl@)—fla) V2r+1-+v2a+1 V2r+1-V2a+1 V2r+1+v2a+1

T —a T —a T —a ><\/2:E—|—1—|—\/20H—1_
B (2x+1) — (2a+1) B 2(z —a) B
C(r—a)(V2r+1+V2a+1) (z—a)V2x+1+V2a+1)

2

six—a #0, esto es, si x # a.

T Vit i+ V2at1

Asi:
z—a T —aQ e—a /2 + 1+ v/2a + 1
2 2 1

T V2at14+v2a+r1 22a+1 V2a+1

1 1
Esta tltima expresion sélo tiene sentido si 2a + 1 > 0, es decir, si a > ——. Vemos que —5 € Dy pero ahi

1
la funcién f no es derivable, de hecho ni siquiera esta definida a la izquierda de —5 O

(3) Bosqueje la gréfica de una funcién que cumpla las siguiente condiciones:
lim f(z) =3; lim f(z) =5; h’m+ flz) =4
T——00 T——3" r——3

f(0) =0; h’r% f(x) =1, ll/I{li f(x) = +o0.
lm f(z) = —o0;  lim f(z) =1

v Una posible grafica de la funcién f(x) con las condiciones enunciadas es:
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f(=)

2
—r—2
(4) Sea la funcién f(x) = 2%.

(a) Encontrar el dominio y raices de la funcién

v Vemos que
?—x-2
f(x) " 132 Pt # 0, esto es si x #

Dominio: Dy = R — {—3,2}.

x—2)(x+1) x+1

Raices: © = —1.
(b) Clasificar sus discontinuidades
V¥ 1= = —2 es un discontinuidad removible, ya que
) , o411 3 6
iy fle) = g2 =25 = 5
x = —3 es una discontinuidad esencial infinita.
(c) Encuentre las asintotas verticales y horizontales
V¥ 1 = —3 es una asintota vertical. Vamos a calcular los limites laterales:

rz— —3 .Enestecasor < -3=>zr+3<0=z+3—0".

Entonces,
2@ +1)  «“[/—=4\"
l/ = l/ _— _— = N
Jim fle) = lim == (o— ) oo
x— —3". Enestecasox > -3=2+3>0=x+3 —0".
Entonces: ( )
20 + 1 “ 4N\
l/ - l/ _— = B = — .
Jm fle) = lm = (0+ ) o0;
puesto que

1
2114 —
lm f(z) = I 2w +1) I ( +l’) _y

tenemos que y = 2 es la Unica asintota horizontal.



EVALUACION GLOBAL E3200 7

(d) Bosquejar la gréafica de la funcién
Vv La gréfica de f(z) es:
f(=)

(C) TERCER PARCIAL
(1) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y> — y = 2%y + x, en el punto (0, 1).
v Vamos a derivar suponiendo que tenemos una funcion y(z).
3%y’ —y =2ay+ 2ty +1=>
=93y —1—2b)=22y+1=
20y + 1
=y =——7.
4 3y? — 1 — a2
Calculamos la pendiente de la recta tangente, valuando esta derivada
1 1
"0,1) = —— = =
La ecuacién de la recta tangente solicitada es

y_1—1:> _ ! +1
-0 2 YTt Th

O

(2) ;/Con qué razén aumenta el area de un tridangulo equildtero cuando su base mide 10 cm y estd aumentando
a razén de 0.5 cm/s? (El area del tridngulo equildtero se calcula aplicando el teorema de Pitagoras.)

v Usamos la figura
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De la figura vemos que:
2 3
b (5) =R T = et =
El drea del triangulo es

Ya que el lado es una funcion del tiempo, tenemos que

At) = ?w(t)z.

Derivando con respecto a la variable independiente ¢:

A'(t) = ? x2xx(t)x z'(t) = %gx(t)x'(t).

Usando los datos del enunciado se sabe que en un momento, digamos tg, se tiene que

5
x(tp) = 10 cm y que x'(tg) = 10 cm/s. La variacién del area en ese instante es:

3 5 53
A'(to) = g x 10 x 75 = Tf ~ 4.330127019 cm?/s.

O

(3) Se construye un recipiente cilindrico, sin tapa, con un volumen de 1 m3. La parte cilindrica del recipiente
se fabrica con aluminio y la base con cobre. El cobre es cinco veces més caro que el aluminio. ;Qué
dimensiones minimizarian el costo total del recipiente?

Vv Usando esta figura

Y
S

y considerando que el volumen del cilindro es de 1 m?, es decir, que
V =mr’h =1,

el area del recipiente sin tapa es
A =ar? + 2nrh.

El costo de este cilindro con los datos proporcionados es

C = 57r? + 27rh.
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Nos piden minimizar este costo con la condicién dada sobre el volumen. Vamos a despejar la variable h
de la condicion del volumen y vamos a sustituir en el costo. Obtenemos asi:

1 2
h:—2:>0(7’):57rr2—|——.
r r
De esta tultima funcion, que ahora depende sélo de r, es de la que vamos a calcular su minimo.
Derivamos
2
C'=10mr — —.
T

Calculamos la segunda derivada
4
C" = 10 + — > 0.
r

Segunda derivada siempre positiva. El valor critico que encontraremos sera un minimo. Para encontrar
los valores criticos, igualamos a cero la derivada

1

2 10773 — 2 13
0rr— = =0= —— = —0=10m —2=0=7r= (—) .
r T om
Vamos a encontrar el valor de h que hace minimo el costo
1 1
1 5 1\3
3

(&) (&)

[
222
4) Para la funcié = —
(4) Para la funcién f(x) 927 — 1’
(a) encontrar el dominio, raices y paridad
¥ Dominio:
11
Di={zeR|9%*-1+40} = R—{—g,g}.
Raices: z = 0.
Paridad:
La funcién es par, puesto que
2(—x)? 222
[

(b) Encontrar los intervalos en los cuales f es creciente o bien decreciente
v Derivamos f(z):

L —2?x1 1823 — 22 — 1823
f,($):2(9$ 1)2z — z* x 8:522 8z r— 182"
(922 — 1) (922 — 1)
x

/A
(922 — 1)%’
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El signo de la primera derivada lo proporciona —z, de aqui hallamos que:
1 1
f'(x) >0sixz e (—00,0), f(x) es creciente en (—oo, _5) y en (—5,0) :

1 1
f'(x) <0sixze(0,00), f(x) es decreciente en (0, §) y en (g, +oo) .

O
Halle los valores maximos y minimos locales de f
v El tnico punto critico en el dominio de f es x = 0. Por lo anterior se comprueba que es un
maximo local puesto que la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente es este punto.

O
Encuentre los intervalos de concavidad hacia arriba o bien hacia abajo; y puntos de inflexion
Vv Calculamos la segunda derivada:

(922 —1)? —x x 2(92° — 1)18z _4(9552 — 1) —362%
(922 — 1)1 (922 — 1)

—272? —1  27x* 41

S (922 —1)3 (922 —1)3°

fi(z) =4

El signo de la segunda derivada la proporciona g(z) = 9z%—1. Esta es una cuadrética cuyas raices son

1 1 1 11 1
=——&zx=-,1 les dividen 1 ta en tres intervalos | —oo,—= |, [ —=, =) & | =,+o0 |.
x 5 & 7= 3, las cuales dividen la recta e ( 3) 33 (3 )
Siendo una funcién continua, la funcién tiene el mismo signo dentro de estos intervalos. Elegimos
puntos arbitrarios dentro de los mismos:

g(=1)=8>0= f"(x) >0en (—oo, —%) ;

g(0)=—-1<0= f"(z) <0en (—%,%);

g(1)=8>0= f"(z) >0en (%,oo,).

Concluimos entonces que:

1 1
La funcién f(x) es céncava hacia arriba si x € (—oo, _5) U (g, 00, )

11
La funcién f(x) es céncava hacia abajo si x € (_5’ §)
Encuentre las asintotas verticales y horizontales

1
¥ 1z = +- son las dos asintotas verticales de f(x).

Para calcular la asintota horizontal obtenemos:

2
Asiy = g s la inica asintota horizontal de f(z).
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(f) Bosquejar la grafica de la funcién.
Vv La gréfica de f(z) es:

f(2)

]

]

]

]

]

]

]

]

]

1

]

]

]

]
R

]

]

]

|

©

]

'

T

]

1

]

]

]

]
-p--

memme e W] -~

11



