CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E0400

(A) PRIMER PARCIAL
2z + 3
(1)
T+ 8
(2) |4z + 8| < 3.
(3) Dada la funcién

< b.

4 six < —3
fle)=q|2*+2—-2| si —3<2<1
1—=x siz>1

(a) Trace su grafica
(b) Determine su dominio, rango y raices

(4) Sean

S —10 <z < 6;
f(z)_{x si x> 6;

(z) 1—-2x six <0
l‘:
g x? siz > 0.

Obtenga el dominio y la férmula de la funcién f + g.

(5) Un alambre de 100 cm de longitud se corta en dos partes. Una de ellas se dobla para formar un cuadrado
y con la otra forma un triangulo equilatero. Obtener el area de ambas figuras como funcion del lado del
cuadrado.

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) Para la funcién
> —x—2
determine:
(a) Los puntos de discontinuidad y su clasificacién
(b) Las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales
(c¢) Un esbozo de la grafica
vV -2
(2) 1m Y222
=3 T —3
8r + 6
(3) 1fm rrh
e——00 \/5x? + 6x — 8

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.
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(4) Trace la gréafica de una funcién f que tenga una discontinuidad removible en z = —2 y que ademads
satisfaga todas las condiciones siguientes:
f(0) =3 f(4) =0; f(6) = 0;
lim f(z) = 2; lim+ f(z) =00; lim f(z)=0; lim f(z)=2.
r—3" r—3 Tr——00 T—00

(5) Calcule los valores a & b de modo que la funcién
r+1 six < 1;
flz)=qar’+b sil<z<2
3x six > 2,

sea continua en todos los reales.

(C) TERCER PARCIAL

(1) Obtenga la ecuacién de la recta tangente a la curva %y — y> = 8, en el punto (-3, 1).
(2) Para la funcién f(x) = (22 — 4)*

determine:

(a) Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento. Los extremos relativos

(b) Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo. Los puntos de inflexién
(c) La gréfica

(3) A partir de la grafica dada de f, cuyo dominio es [—0.5, 00)

Determine:

(a) Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento

(b) Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo

(c¢) Los maximos y minimos relativos, los maximos y minimos absolutos y los puntos de inflexién

(4) Una ventana tiene la forma de un rectangulo coronado por un semicirculo. (Por consiguiente, el didmetro
del semicirculo es igual al ancho del rectangulo.) Si el perimetro de la ventana es de 30 cm solamente,
encuentre las dimensiones de la ventana de modo que se admita la cantidad més grande posible de luz.
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Respuestas
(A) PRIMER PARCIAL
2 3
(1) 22 5,
T+ 8
Vv Es equivalente a:
2 3 2 3 —bx —40 —3x — 37
T -5<0& T Zv <0e 720 g,
T+ 8 T+ 8 T+ 8

Lo cual se cumple si

—3r—-37T>0&xr+8<0 obien —3x—-37<0& x+8>0;
3r < 37 & x < —8 o bien 3r > =37 & x> —8§;

37 37
r< ——&x < -8 o bien ZE>—§&ZB>—8;
r< —— o bien x> —8;
37 :
x € | —oo, 3 o bien x € (—8,400).
Luego, el conjunto solucién de la desigualdad propuesta es

S = (—oo, —%) LJ(=8.+00) .

Como vemos en la siguiente figura:

——e . O [T ————

(2) |4z + 8| < 3.
Vv Esta desigualdad equivale al sistema de desigualdades
—3x <4r+8 <3x.

Resolvemos la primera desigualdad:

8 8
—31’§41’+8<=>—7$§8<=>$2—?<=>ZBE {—?,—I—oo) .

Resolvemos la segunda:
dr+8<3rer<-8& 1€ (—o0, —8.
Por lo que el conjunto solucion es
El conjunto solucion es: O

Como vemos en la figura:

|
[od]
|
00
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U
(3) Dada la funcién
4 six < —3;
fle)=q]x*+x—2| si —3<x<1;
11—z six>1,

(a) trace su gréfica
Vv Para x < —3, la grafica es una parte de la recta paralela al eje de las x de “altura” 4.
Y para x > 1, es parte de la recta de pendiente —1 y ordenada en el origen 1, que “casi” llega al
punto (1,0).
La parébola ,
, , 11 1 9
y=x"+r—2==x +:17+4 1 2—(:17+2) 1

tiene su vértice en (—5, _Z)’ dirige su concavidad hacia arriba y corta al eje de las x cuando

P r—2=0s1=

—11\/14—8_—113_{1

2 2 —2;

por eso, x2 +x — 2 > 0 si  es menor que —2 o bien mayor que 1.
Entonces, del intervalo [—3, 1] es positiva en [—3, —2) y es negativa en (—2, 1.
Siendo asi

2 .
) r*+x—2 sixe[-3,-2;
r)=|z"+xr—-2|=
fw) = | {—(x2+x—2) siz e (—2,1].
Por lo anterior, su gréafica es un segmento de la pardbola y = 2% + x — 2 “sobre” [—3, —2] y el reflejo
de la parabola con respecto al eje = en el intervalo (—2,1]. Ya por tltimo, la grafica de f(z) es:
f(2)

xT

(b) Determine su dominio, rango y raices
v Dominio: Dy = (—o0,+00) = R.
Rango: Ry = (—o00,4].

Y raices: v = -2 & x = 1.
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(4) Sean

22 si —10 < 2 <6;
r six > 0;

(z) 1—2x six <0
) =
4 x? sixz > 0.

Obtenga el dominio y la férmula de la funcién f + g.
v Dominio de f(z): Dy = (—10, +00).
Dominio de g(x): Dy = R = Dyyy = DDy = Dy = (—10, +00) pues (—10,+00) C R.
Su formula:

2 +1—2z size (-10,0];

(f +9)(x) § 2° + 2 siz € (0,6
T+ 22 siz € (6,+00).
O
(5) Un alambre de 100 cm de longitud se corta en dos partes. Una de ellas se dobla para formar un cuadrado

y con la otra forma un tridngulo equiladtero. Obtener el drea de ambas figuras como funciéon del lado del
cuadrado.

Vv Usamos las siguientes graficas:

4z 100 — 4«

50 — 2z
6

Llamemos z al lado del cuadrado (por lo que su drea es obviamente A = x?); luego, una parte del alambre

mide 4x; la otra, la parte con la que vamos a formar un triangulo equilatero, mide 100 — 4x. Cada lado

100 — 4x
de dicho triangulo medira por lo tanto —5 Su altura entonces, por el teorema de Pitdgoras:

— \/(100 —4x)> (50 —22)> _ /10000 — 800z + 1622 — 2500 + 200z — 4a?
9 9 3
V1222 — 600z + 7500  4/12(2? — 50z 4 625)
B 3 B 3
/A x3(x—25)2  2V3|z—25] 2|z—25]
B 3 B 3 V3
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Y su area:

4110042 2] —25] (100 - 42)(25 — )
AT 973 NG 3.3 '

Observe que y/(z — 25)2 = |z — 25| = 25 — x, pues = < 25.

(1) Para la funcién

determine:

(a)

O
(B) SEGUNDO PARCIAL
22 —x—2
Los puntos de discontinuidad y su clasificacion
v Como es una funcién racional, los puntos de discontinuidad son las raices del denominador
-2 =2(r-2)=0=1r=0&2=2.
Como
-r-2=@2-2@+1)=0=2=2&s=—1,
x = 2 es un punto de discontinuidad removible; lo vemos en:
?—rz—-2 (r—=2(x+1) z+1
/() x? —2x (x —2)x x ste 7
y en:
I f(x) =
P TASY DS
3
Por lo que definiendo f(2) = L f(z) resultaria continua en x = 2.
En z = 0 hay una discontinuidad infinita pues, h’mi f(z) = to0.
z—0
O

Las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales
¥ Segun lo que acabamos de calcular, z = 0 es una asintota vertical; para hallar la asintota horizontal
calculamos

1
h’in f(z) = h’in (1+-)=1+40=1; y=1es la asintota horizontal.
T— 100 T— 100 €T

[
Un esbozo de la grafica
v Vemos que x = —1 es la tnica raiz de f(z), esto es que f(—1) = 0. Entonces, la grafica de la
funcién f(z) es:

f(z)
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o
(2) 1m Y22
=3 T —3

¥ Racionalizando el numerador

T+ —2_ r+1—4 Tz —3

x—3 (x=3)(Vz+1+2) (z—3)(Vr+1+2)
siz—3+#0, esto es x # 3.

1
VT 142

Por lo que
v vVo+1-2 I 1 1
m-——=Ilm— = —.
x—3 x—3 =3 /r+1+2 4
O
8r + 6
(3) 1fm rto
w—=—00 \/hzr? + 6 — 8
v Dividiendo numerador y denominador entre Va2 = |z |, si x < 0, se tiene |z | = —zx.
6
8r+6 8
5u?+ 61 —8 6 8
L AN
r
Y entonces: 6
8 8 8
lim =—=——
ot ———
r
O
(4) Trace la gréfica de una funcién f que tenga una discontinuidad removible en z = —2 y que ademads
satisfaga todas las condiciones siguientes:
f(0) =3; f(4) =0; f(6) =0;
lim f(z) = 2; lim+ f(z) =00; lim f(z)=0; lim f(z)=2.
r—3~ r—3 T——00 r—00

v Una posible grafica de la funcién f(z) que satisfaga todas esas condiciones es:

f(=)
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En nuestra gréfica vemos que f(—2) =2, pero lim f(z) = h’m+ f(z)=0.
r——2" r——2

Calcule los valores a & b de modo que la funcién

r+1 six < 1;
flx)=Xar?*+b sil<x<2
3T sixz > 2,
sea continua en todos los reales.

v Claramente la funcién es continua en (—oo,1),[1,2) y en [2,4+00), por lo que necesitamos comprobar
que sea continua en z = 1 y en x = 2. Para ello se tiene que cumplir que

ll/I{li f(z) = h’riq+ f(x) =a+0b, quees f(1)

y que
lim f(z) = lim f(x) =6, quees f(2).

T—2~ z—2F
De aqui tenemos que
2=a-+b, dela primera condicion,

y que
4a 4+ b =6, de la segunda condicion.

Esto es, tenemos que resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas para hallar a & b.
a+b=2;
da+b=6.

4
Restando la primera de la segunda tenemos que 3a = 4; entonces, a = 3 & b = 2 — a, de la primera

, 1 b9 4 6-4 2
ecuacién, por loque b=2— - = —— = —.
porod 3- 3 3
O
(C) TERCER PARCIAL
Obtenga la ecuacion de la recta tangente a la curva 2%y — y = 8, en el punto (=3, 1).
v Efectivamente, el punto (—3, 1) pertenece a la curva, pues sus coordenadas z = —3 & y = 1 satisfacen

la ecuacién, yaque (—=3)2x1—-13=9x1—-1=9—-1=38.
Para calcular la pendiente de la recta tangente, derivemos implicitamente la ecuacion, donde estamos
suponiendo que y es una funcion derivable de x. Tenemos
2zy + 2%y’ — 3y?y' =0 =
= y'(2* — 3y*) = —22y =
2zy
=y =—".
Yy 3y2 — 2
Esto es, para cualquier punto de la curva donde 3y? — z? # 0; en particular en el punto (—3,1), tenemos
que la pendiente es

y/(_371): 5 = :—:1
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y que la ecuacion de la tangente es

y—1l=1zx+3)=y=x+3+1=y=x+4.

(2) (a) Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento. Los extremos relativos
v Calculemos:

f(x) = 3(2* — 4)*2x = 62(x + 2)*(z — 2)%.

Los puntos criticos estan en z = —2,0 y en 2.

f'(x) >0siz>0(x#2), luego f(x) es creciente en [0,2] y en [2,400) también en [0, +00)

f(x) < 0siz<0(x#—-2), luego f(x) es decreciente en (—oo, —2| y en [—2, 0] también en (—oo, 0)

Entonces el unico extremo relativo es (0, —64), donde la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente

luego es un minimo.

O

(b) Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo. Los puntos de inflexién

v Calculemos la derivada de f'(z) = 6z(2? — 4)%

(
(

—4)? 467 x 2(2* — 4) x 22 = 6(2® — 4)(2® — 4 + 42°) =
— 4)(5a® — 4) = 6(z + 2)(x — 2)(v5x + 2)(v5x — 2).

() = 6(a*
1,2

6
6

2
La segunda derivada se hace 0 en 2 y en +—— = 0.89, y su signo esta dado en la tabla siguiente:

V5

Signo de
Intervalo r4+2 Ve +2 (Ve —2|x—2|f"(x)]| f(x) es concava hacia
r < =2 << —% < % < 2) — — — — + arriba
—2<x<—% <<%<2) + — — — — abajo
(—2<—%<)%<a¢<2 + + + — — abajo
(—2<—%<i5< 2<z| + + + + + arriba

2 2
Vemos entonces que en (—2, ——) y en (—,2) la funcién es concava hacia abajo y que en
V5 V5

2 2 —163
(—00,—=2)y ( —) y en (2, +00) lo es hacia arriba y que los puntos (£2,0) & (i— ) R
(£0.89, —32.77) son de inflexién.

2
RERG V5125
Tenemos ademds que f(0) = —64 & f(+4) = 1728. O
(c) La grafica
v Tenemos la grafica de la funcién f(z):
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f(z)

Todo concuerda con que f(z) es par. O

(3) A partir de la grafica que vemos a continuacién, cuyo dominio es [—0.5, 00),
f(@)

determine:
(a) Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento
v La funcién f(x) es creciente en [—0.5,0],[1,3],[4,5] y en [6,+00);
la funcién f(z) es decreciente en [0, 1],[3,4] y en [5, 6]. O
(b) Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo
v La funcién f(x) es concava hacia arriba en [0.5,2] y en [3.5,4.5];
la funcién f(z) es céncava hacia abajo en [—0.5,0.5],[2,3.5], [4.5,6] y en [6, +00). O
(c¢) Los maximos y minimos relativos, los maximos y minimos absolutos y los puntos de inflexién
v Los maximos relativos son (0,2),(3,4) y (5,3).
Los minimos relativos son (—0.5,1), (1,0), (4,2) y (6,1).
No tiene maximo absoluto y el minimo absoluto es (1,0).
4

(
(
Los puntos de inflexién son (0.5,1),(2,2),(3.5,3) & (4.5,2.5). O

(4) Una ventana tiene la forma de un rectangulo coronado por un semicirculo. (Por consiguiente, el didmetro
del semicirculo es igual al ancho del rectangulo.) Si el perimetro de la ventana es de 30 cm solamente,
encuentre las dimensiones de la ventana de modo que se admita la cantidad més grande posible de luz.
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Vv Usaremos el dibujo siguiente:

(N

Queremos que el area de la ventana
2

1 =z
A= —T—
:Ey+27r4

sea maxima.
Sabemos que el perimetro de la ventana es

P:a:+2y+g:£:30,

luego
T
_30—(1+§)x_15 2in
y_ 2 - 4 )
y el area queda, como funcion de la tnica variable x,
247 m 247 m
Alz) = (15 — T2 150 — 2 T 2 _
(x) (5 1 a:):c+8:£ % 1 :B+8a:
442w — 4
T e ST i
8 8
cuyos puntos criticos los calculamos igualando a cero la derivada:
4 15 x 4 60
A'(:E):15—7T+ r=0sr="""= :
T+4 w+4
" 7T+4 s .
Como A"(z) = — 1 < 0, se trata de un méximo y como
_15_2+7T 60 _15_15(7r+2)_157r+60—157r—30_ 30
v= 1 n+d T4 T+ 4 T ta’

T
entonces y = 3

11



