CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E0500

(A) PRIMER PARCIAL

—1
<1>\5f ‘24

3xr + 2
(2) Dadas las funciones
f)=vt+3, gz)=2*-1 & h(w)=V5—-w,

obtener: (%) (), (goh)(z)& (fog)(x), asi como sus respectivos dominios.

(3) 3% — 4z +5 < 9z — 322 + 10.
(4) Realizar un bosquejo de la gréfica de la funcién
—2r+1 stz <=2
@) =3 7 si —2<z<2, &x#0;

1 si x = 2;
3xr — 5 six > 2.

(B) SEGUNDO PARCIAL

9.2
2 —4
tinuidades y su clasificaciéon; asintotas verticales y horizontales.

(4) Para la curva y = f(z) = , obtener: dominio, raices y paridad; intervalos de continuidad, discon-

(5) Determinar los valores de las constantes a, b & ¢ que hacen continua en todo su dominio la funcién

20 +1 six < —=2;
ax?+b si —2<x<1;
c six =1;
11—z siz>1.

fx) =
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(C) TERCER PARCIAL

Un fabricante produce latas de aluminio cilindricas (con la forma de cilindros circulares rectos) para envasar
400 ml de cierta bebida refrescante (400 cm?). Calcular las dimensiones de cada lata de manera que ésta
requiera la minima cantidad de aluminio en su fabricaciéon. Suponemos que tanto r como h estan dadas
en centimetros.

—8x
22+ 4
obtener: intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos criticos y su clasificacién, intervalos de
concavidad hacia arriba y hacia abajo, asi como sus puntos de inflexion.

Para la curva y = f(x) =

Suponiendo que en la siguiente ecuacién se tiene implicitamente definida a y = ¢(x), calcular la ecuacién
de la recta tangente en el punto (2,v/2) de la curva

(2 +y* +4)* — 162* = 36.
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Respuestas

(A) PRIMER PARCIAL

hr — 1
(1)
3r + 2

>4

v La desigualdad equivale a dos desigualdades, (a) y (b):

e — 1
> 4,
3r+2

(a)

, 5r —
Esta equivale a I —4>0.
3x + 2

Y de aqui que

5:5—1—12:5—8> —7:5—9> <:>_7$—|-9> 7I—|-9<0’
3r + 2 3r+2 3r+2 3r+2
desigualdad que se cumple cuando
Tx+9>0&3r+2<0 obien Txr+9<0&3x+2>0;
Tr > -9 & 3z < =2 o bien Tr < -9 & 3x > —2;
9 2 9 2
Iz—?&$<—§ o bien $§—?&z>—§;
9 2
l’€|i—?,—§) re®
5z —1
(b) = < -4,
3x + 2
, —1
Esta equivale a 2—|—4§O.
Y de aqui que
5I—1—|—121’—|—8< 17:E—|—7<

Y

3r+ 2
170 4+ 7

212 < 0 equivale a que

a su vez,

T2 +7>0&32x+2<0

172 > -7 & 3z < =2

7 2
> —
T > 17&:E< 3

e

=
- 3r+2 —

obien 17z +7<0&3zx+2>0;
o bien 172 < =7 & 3x > —2;
7 2
) «_L 2
o bien z < 17&:E> 3
c 2 7
* 317

Luego el conjunto soluciéon de la desigualdad propuesta es el siguiente:

F3) U]

os=|-3

|
~lo

|
o

Sl
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(2) Dadas las funciones
fO)=vt+3, gz)=2-1 & hw)=+v5—w,

il

obtener: (
g

) (), (goh)(z)& (fog)(x), asi como sus respectivos dominios.

il

v Calculando( J

) (x), tenemos:

(ﬂ) (z) = (f +h)(x) :f(if)+h(x) _ Vr+3+Vh—u
g g9() 2 —1 x?2—1 ’

Dominios:
Dy={zeR|z4+3>0}={zeR|z>-3}=[-3+00);

D, = R;
Dh:{xER‘S—xEO}:{xER‘zﬁS}:(—oo,S].

Luego entonces

D%z{pfﬂphﬂpg}—{xe R |g(z)=0} =
= [-3,400) [ ) (=00,5] = {£1} = [-3,5] — { £1};
(goh)(a) =glh(z)]=g(Vb—2)=5—-1—1=4—u;
Dyor, = {x € Dy |h(z) € Dy } = {z € (—00,5] |[VE—x € R } =(—00,5] ;
(fog)(w) = flg(w)] = f(a® = 1) = Va2 = 1+3 = Va2 +2;
Dyoy={z€Dy|g(x)eDs}={zeR|[2>—1€[-3,+x)} =
:{ze R‘xz—lz—i’)}:{xe R‘I22—2}:R puesx220>—2.

(3) 3% — 4z +5 < 9z — 322 + 10.

v Equivale a 622 — 132 — 5 < 0.
Como

DO | Ot

13 = /169 + 120 - 13+£+v289 13+£17
xr = —_= —_=

2 —_ —_ — — e
6x 13r —5=0< =2z G B B
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5 1
tenemos que 622 — 132z —5 =6 (x — —) (x + —) y su signo nos lo da la tabla siguiente:

2 3
Signo de
Intervalo x + % T — g 6 (a: + %) (x _ g)

r<—3(<3)| - | - +

—s <z <2 + — _

(5<9)8<z]| + | + +

Luego, el conjunto solucién de 6 (x + %) (x _ g) — 622 — 132 —5< 0 es

43
3’2

(4) Realizar un bosquejo de la gréfica de la funcién

—2r+1 stz <=2
2% — 1]

f(z) = T

1 si x = 2;
3xr — 5 six > 2.

si —2<z<2, &x#0;

Vv Tenemos que
P —1>0e2°>1<|z|>1<x>10biens < —1.

Luego, para el caso que nos ocupa

‘xz_l‘:{xz—l size[-2,-1U[L2);
—(22—1) size(—1,1);

y también
1
21| Jo——  siee[-2-1UL2);
| .
v —z+= size(-1,1)—{0}.
X

En los demés intervalos no hay problema pues la grafica es parte de una recta ya que f es lineal en ellos;
luego, la grafica de la funcién f(z) se ve ast:
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f(=)

vaque f(=3) =7 & f(=27) =5; f(27) =1& f(3) =4.
La parte mas delicada de graficar, por lo que hasta ahora hemos obtenido, es la correspondiente a los
intervalos [—2,0) & (0,2).

Al respecto se puede mencionar que x — — es creciente pues
x

To 1 1 1 1 1 1
nN<re<li=1>—"—=—<—=—<——=201—— < Tog— —.
T To T T 9 X1 X2

Y lo mismo ocurre si
To 1 1 1 1 1 1
I<ryi<m=zl<—=—<—=—— < —=731— — < X9 — —.
T To T T ) X1 X2

. 1 .
En cambio —x + — es decreciente pues 1 < o < 0 = —xy < —x1 por un lado, y por el otro

x
T 1 1 1 1 .,
1>—==—< —= -2+ — < —x1 + —; sucede también que
T T2 T T2 T

0<l’1<l’2:>—l’1>—l’2&,

T 1 1 1 1
<= —< —= -1+ —> -2+ —.
T ) T T X2

. - 1
Como podemos comprobar, si x < 0 es muy pequeno, entonces — < 0 es muy grande en valor absoluto.
x

Lo mismo sucede con —x + —.
T

1
E, igualmente, si > 0 es muy pequeno, — > 0 es muy grande y es positivo. Igual sucede con —z + —.
x x
O

(B) SEGUNDO PARCIAL
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v Efectuemos la operacién, recordando que z° — 8 = (x — 2)(2? + 2z + 4):

1 12 2?42 +4-12 24208
r—2 3-8 (r—2)(22+22+4) 3-8
B (x+4)(x—2)
(x —2)(22 + 22 +4)
Entonces,
1 12 r+4 . .
56_2—:53_8::52_‘_2:5_'_4s1:c—27é0,estoes,81:£7é2,
y también
) 1 12 ) T+ 4 6 1
lim — =lim—=—=—.
—2\1r —2 3-8 =22 4+ 20+ 4 12 2
O
322
2) Ii .
@ Jn (Iz_l)
v Tenemos que
) 3x? ) 3x?
lim = lim = —00,
e—1- \2? — 1 e—1- (x4 1)(x — 1)
pues lim 322=3; lim (z+1)=2& lim(x—1)=0" = lim [(z+ 1)(x —1)] =0".
r—1~ r—1~ r—1~ r—1~
O
(3) h’in (Va? —2x 45 —x).
Vv Racionalizando:
2_2x+5—2? —2x+5
7 0w 5 — T T+ L T+ .
Va2 —2r+5+x Vat—-2x+5+zx
1 1 1
Multiplicando numerador y denominador por — = ﬁ = 7= si x > 0, tenemos que
X X €T
5
94 =
Va2 —2r+5—x= 5 5% , por lo que
1———|——2—|-1
V r
5
-2+ —2 -2
lim (Va2 —2x+5—x)= lim il = =—=-1.
l——+—=5+1
r
O

9.2
2 —4
tinuidades y su clasificacion; asintotas verticales y horizontales.

v Dominio: Dy={z€ R|2*—4#40}={ze R|(z+2)(x—2) #0} = R — {£2}.

Raiz: x = 0, que es donde —32? = 0.

(4) Para la curva y = f(z) = , obtener: dominio, raices y paridad; intervalos de continuidad, discon-



EVALUACION GLOBAL E0500

—3(—x)* —3x?
Es par, pues (29— 4 = a1

Como es una funcion racional, es continua en todo su dominio y discontinua en x = 42, donde tiene
discontinuidades infinitas pues
— 322 — 322

= I = +00.
Fook M @ —g %

I .
Jim flo) = lim o e )

Comprobamos por esto que z = +2 son asintotas verticales y como

, 33
dp fe)=lm =7 =73
1— —
T2

tenemos que y = —3 es asintota horizontal.
O

Determinar los valores de las constantes a, b & ¢ que hacen continua en todo su dominio la funcién

20 +1 six < —2;
ax?+b si —2<zx<1;
c six =1;
11—z siz>1.

fx) =

v Claramente f(z) es continua en (—oo, —2), [-2,1) & (1, +00), pues la funcién es polinomial en tales

intervalos, pero tenemos que hacerla continua en x = —2 & o = 1. Tenemos que
lim f(z)=-3& f(—2)=4a+b= lim+ flz).
z——2- o2
Por lo cual, para que f sea continua en x = —2, se tiene que cumplir que 4a + b = —3.
Asi mismo

lim f(z)=a+0b,f(1)=c& lim f(z)=0.

r—1— r—1t

Por lo que ¢ = 0 & a + b = 0; entonces, para que f sea continua en R, se tienen que cumplir ambas

ecuaciones
da +b=—3;
a+b=0.
Para resolver este sistema restemos de la primera ecuacion la segunda; tendremos, 3a = —3 = a = —1;

sustituyendo este valor en la segunda resulta que b = 1.
O

(C) TERCER PARCIAL

Un fabricante produce latas de aluminio cilindricas (con la forma de cilindros circulares rectos) para envasar
400 ml de cierta bebida refrescante (400 cm?). Calcular las dimensiones de cada lata de manera que ésta
requiera la minima cantidad de aluminio en su fabricaciéon. Suponemos que tanto r como h estan dadas
en centimetros.

Vv Si dibujamos una lata:
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27r

La cantidad de aluminio que se requiere es
Ap = 21r® 4+ 2nrh.

Donde 7 es el radio y h la altura de la lata; a su vez estas dos variables estan relacionadas en el volumen
de la lata
V = 7mr?h =400 cm?.

Por lo que

Si sustituimos este valor en la férmula del area, tendremos expresada a ésta como funciéon de una tnica
variable 7:

400
Ap(r) = 2mr? 4 2mr— = 2mr® + 800r ! .

w2
Esta es la funcién que queremos minimizar. Su punto critico se presenta cuando la derivada vale 0, esto es
800 800 800 200 200\ /*
/ o - _ 3 _ —
AT(T)—47TT—T—2—0<:>47TT—T—2<:>T—E—7:>7’—(7) .
Como A”(r) = 47 + 2 x 800r~3 > 0, entonces se trata de un minimo; por ultimo:
p_ 400 400 400 2x200Y° (200 1/3_2
T N\R mA00R T o8 \x ) T
(%)
No es usual que en el mercado encontremos latas cilindricas en que la altura sea el didmetro de la base.
O
—8x
Para 1 = = —
ara la curva y = f(x) L

obtener: intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos criticos y su clasificacién, intervalos de
concavidad hacia arriba y hacia abajo, asi como sus puntos de inflexion.

¥ Para estudiar la monotonia de la funcién calculemos su derivada:
() = —8(2* +4) — 2x(—8z) 8z — 32
- (Iz _|_4)2 - (Iz _|_4)2 :
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El signo de la derivada nos lo da el numerador, pues (2% + 4)? > 0.
Y como 8z% — 32 = 8(2? — 4) = 8(x + 2)(z — 2), usamos la tabla

Signo de
Intervalo |[x+2|x—2| f'(x)| f(z)es
r<—2(<2)| - - + creciente
—-2<r<?2 + — — | decreciente

x>2(>-2)| + + + creciente

Sus puntos criticos son x = +2, donde la derivada vale 0.
En z = —2 hay un maximo pues en ese punto la funcion pasa de ser creciente a ser decreciente; en x = 2
hay un minimo pues ahi la funcién f pasa de ser decreciente a ser creciente.
Para hablar de concavidad obtengamos la segunda derivada:
() = 162 (2 + 4)% — 2(822 — 32)(2* +4)2x _ 162 (2 + 4) — 42(82% — 32) _
(22 + 4)4 (22 + 4)3
—1623 + 192x
(22 + 4)3
Y nuevamente el signo nos lo da el numerador
163 + 192z = —16x(x? — 12) = —162(z + V12)(z — V12) =
= —16z(z + 2V3)(z — 2V3).

Para ver dénde f” < 0y dénde f” > 0, recordemos que f” =0 < z = 0,27 = —2v/3 o0 bien que = = 2v/3.
Luego construimos la siguiente tabla

Signo de
Intervalo r+2v/3 | =16z | 2 — 23 | f"(2)
r < —2V3(<0<2V3) — + - +
—2v3 <2< 0(< 2V3) + + - -
(=23 <)0 <z <2V3 + — - +
(=23 <0<)2V3 <2 + - + -

De aqui se puede afirmar que:

f” > 0 en los intervalos (—oo, —2\/5) y (0, 2\/5) ;
" < 0 en los intervalos <—2\/§, 0) y <2\/§, —l—oo) .
Por lo tanto,
f es concava hacia arriba en (—oo, —2\/§) U <0, 2\/5) ;
f es concava hacia abajo en <—2\/§, 0) U (2\/5, —l—oo) .
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(3) Suponiendo que en la siguiente ecuacién se tiene implicitamente definida a y = ¢(x), calcular la ecuacién

de la recta tangente en el punto (2,v/2) de la curva
(2% + y* +4)* — 162* = 36.

¥ En efecto, el punto (2,v/2) pertenece a la curva pues sus coordenadas z = 2 & y = /2 satisfacen la
ecuaciéon ya que

22+ (V2)2 +4P —16(2° = (4 +2+4)? — 16 x 4 = 10> — 64 = 100 — 64 = 36 .
Calculemos la pendiente de la recta tangente obteniendo implicitamente la derivada de la funcién
20+ +4) (20 + 2yy’) — 322 =0 =
=42+ +4)(z +yy') =322 =
32x
4(x? +y* +4) -

oy 1 8w
= —12]).

Pyt

En particular, en el punto (2,/2), la pendiente vale

la ecuacién de la recta tangente es entonces:

y—V2= —£($—2):>y——%at—l— V2+4V2 = —£z+ \f:>

=z +yy =

:>y:—?(:c—7).



