CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
TERCERA EVALUACION PARCIAL E1100

(1) Dada la siguiente funcién:

1
— 14+ —
fle)=o+1+ o
determine los intervalos de monotonia de f(z), los puntos extremos y grafique esa funcién.
(2) Una lancha es jalada desde un dique de 5 metros de alto. Si cuando estd a 3 metros del dique es jalada a
1 m/s {A qué velocidad va la lancha en ese momento?

(3) Encuentre la pendiente de la recta tangente en el punto P(2,/2) del 6valo de Cassini.
(22 +y* +4)? — 162* = 36.

(4) Sea la funcién
x

f(l’) - (1+l’)2’
diga en qué intervalos es concava hacia arriba, céncava hacia abajo y determine los puntos de inflexién.
(5) Una central eléctrica esta ubicada en la orilla de un rio rectilineo de 1.5 km. de ancho. En la orilla opuesta
estd situada una fabrica, L kilémetros rio abajo del punto A que estd directamente enfrente de la central
eléctrica. La distancia entre la fabrica y la central es de 5 km. ;Cual es la ruta mas econémica para tender
un cable que conecte la central con la fabrica si el costo por kilémetro de cable bajo el agua es el cuddruple
del costo sobre tierra?
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2 TERCERA EVALUACION PARCIAL E1100
Respuestas

(1) Dada la siguiente funcién:

1
= 14+ —
fle)=az+1+—,

determine los intervalos de monotonia de f(z), los puntos extremos y grafique esa funcién.

v
[ (@)
f(=) . :
g I~
: 2
: ' ) — 1
P ) @) =1- o
2
1 1
' f($)=$+1+m
1 1 1 2
€Tr) = _——_—— _— J— —
fi(z)=1 (33_2)2>0<:>(g:_2)2<1<:>(a: 2 >lejz-2|>1<

Sr—2>1lobienr—2< —-1<2x>30bienz < 1.
Luego, f(x) es creciente en

(—00,1) yen (3,+00)
y decreciente en

(1,2) yen (2,3).
(Note que = ¢ Dy).

Los puntos criticos aparecen cuando

/ o B ;: T — 2:
fi(z)=1 w22 0@(33_2)2 le@x-2"=1<

Slr—2|=1r—-2=4+1<xr=10bienz =3,

Como en z = 1 la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente, en el punto

1
11, f(1)] = (1, 1+1+ ﬁ) = (1,1) la funcién tiene un maximo relativo.

Y en z = 3, un minimo relativo pues la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente; el maximo es
1
3)=3+1+——=05.

También tenemos que h’in f(z) = +oo y que h’m¢ f(z) = Foo.
T— 100 r—2
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Ademés
2 —2r+x—-241 x2*—x-1
f@) r — 2 xr— 2
1+v1+4 1.6
®x2—x—1:0®x:7+% son las raices.
2 —0.6
f(=)
\ :
1 2 3 *

O

(2) Una lancha es jalada desde un dique de 5 metros de alto. Si cuando esta a 3 metros del dique es jalada a
1 m/s jA qué velocidad va la lancha en ese momento?

v Usamos la figura siguiente:

2(t)

dz(t)
5 = 1 m/s.

dx(t)
dt

Debemos calcular cuando x = 3 m y cuando
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Tenemos, por el teorema de Pitagoras
22(t) = 2%(t) + 5% = 2(t) + 25.
Derivando implicitamente con respecto a ¢t tenemos

dz(t) dr(t)  dx(t)  z(t) dz(t)
2= =B == = =4 = z(t) dt

Cuando z = 3 m tenemos que z? = 9 + 25 = z = /34, por lo que

de(t) /34 V34

T Tl m/seg = 3 m/s.

Encuentre la pendiente de la recta tangente en el punto P(2,/2) del évalo de Cassini.

(2 +y* +4)? — 162% = 36.

v Comprobamos que el punto P pertenece al évalo de Cassini sustituyendo en lugar de x = 2 y en lugar
de y = v/2 y viendo que la ecuacién se transforma en una identidad:

22 4+ (V2)2 + 4]2 — 16(2)? = 36 = 100 — 16 x 4 = 36.

Y una vez hecho esto calculemos la pendiente de la recta tangente derivando implicitamente la ecuacién
con respecto a x

2(z% + y* 4+ 4)(2x + 2yy’) — 327 = 0.
Trasponiendo términos
dyy’ (2 +y? +4) = 322 — 4a(2® +y* +4)
2z —4x(z® +y*+4) Sr—z(a?+y*+4)
(a2 +y2+4) oyl +y?+4)
Por lo que la pendiente de la recta tangente en el punto P(2,1/2) es
J(2.7/3) = 8x2-2(2+ (V2> +4 16-2(4+2+4) 16-2x10 _
V222 + (v/2)2 + 4] V2(4 + 2+ 4) V2(10)
_16-20 -4 2
T10V2 10vV2 5V2)

y despejando y' =

Sea la funciéon
T

fo) =
diga en qué intervalos es concava hacia arriba, céncava hacia abajo y determine los puntos de inflexién.

v
Calculemos la segunda derivada de f

o A4z -20+2)z 14z-20 11—z
fl(z) = L = S arors
(142 -31+2)(1l-2) —-l-2-3+3z 2z-—4

= [Mw) = (1+ x)8 B (1+ x)4 (1)t
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El signo de esta segunda derivada nos lo da el numerador 2z — 4 pues el denominador es siempre positivo,
luego

4
f”(x)>0(:>2x—4>0(:>2x>4(:>x>5:2,

Entonces, la funcién f(z) es céncava hacia arriba en el intervalo (2, +00).
Y concava hacia abajo en los intervalos (—oo, —1) y (—1,2), pues —1 & Dy.
Para x = 2 se tiene un punto de inflexién, pues ahi la grafica de f cambia el sentido de la concavidad.

2
El punto de inflexién es [2, f(2)] = (2, 5)
U

Una central eléctrica estd ubicada en la orilla de un rio rectilineo de 1.5 km. de ancho. En la orilla opuesta
esta situada una fabrica, L kilémetros rio abajo del punto A que esté directamente enfrente de la central
eléctrica. La distancia entre la fabrica y la central es de 5 km. ;Cuadl es la ruta mas econdémica para tender
un cable que conecte la central con la fabrica si el costo por kilémetro de cable bajo el agua es el cuadruple
del costo sobre tierra?

v Usamos la figura siguiente:

C (Central)
LY :'~

1.5 km 1

' \\ \\\s , .
Vo x ' L—=z U F (Fébrica)

L =+/5— (1.5)2 = /25 — 2.25 = \/22.75 ~ 4.769696.

Hallemos = de manera que el costo sea minimo.

BC = 4/(1.5)2 4+ 22 y el costo sera 4cy/(1.5)% 4+ 22 si ¢ es el costo de tender un kilémetro de cable sobre
tierra.
Luego el costo de tender el cable uniendo C' con B 'y B con F' es

f(z) =4e/(1.5)2 4+ 22 + ¢(L — z).
Para minimizar esta funcién calculemos la derivada y dénde se anula

dex — 1.5)2 2
f'(@) = 2e[(1.5)% + 2% V2 x 20 — 0 = = (2 ) ;rar '
(1.5)2 +x

flx) =06 dcx — /(152 +22 =0 c(dor — /(152 +22) =0 &

Sdr=4/(1.5)2+ 22 &
& 1627 = (1.5)* + 22 & 152% = (1.5)* &
(15> 15

) Y 0154 0 =V015.
(15)x10 10 ’

Y

o=
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Naturalmente el dominio de f(x) es el intervalo [0, L].
El costo de tender el cable para x = 0, es decir, en forma recta de C' a A y de A a la fabrica es
1.5 x4c+ Le= (6 + L)c.

Si x = L, el costo seria 20c, mayor que para x = 0, si lo tendiéramos sélo por agua, en linea recta desde
la central a la fabrica.

Si x = +/0.15, el costo seria:
4cy/(1.5)2 4+ 0.15 + (L — v/0.15) c(4+/(1.5)2 4+ 0.15 4+ L — v/0.15)

Y como

44/(1.5)2 4 0.15 — v0.15 =~ 5.809475 < 6,
éste es el costo menor pues

c(4y/(1.5)2 4+ 0.15 — V0.15 + L) < ¢(6 + L).




